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ALKULAUSE

Luentomoniste pyrkii kokoamaan esitetystd materiaalista kattavan ja ehkd myos
hieman tarvittavaa laajemman kuvan, jolloin opiskelussa voidaan keskittya yk-
sittdisten aiheiden tarkempaan pohtimiseen. Monisteen marginaaleista 16ytyy linkit
luentovideoihin, jotka pyrkivit kdyméén siséllon oleelliset asiat 1édpi ja rakentamaan
monisteelle selkedn rungon. Ajatuksena on myos, ettd moniste voisi toimia muilla
kursseilla taustamateriaalina, josta voi omaan tahtiin rauhassa kerrata esimerkiksi
epasuoran todistuksen vaiheet. Tavoitteena on ollut rakentaa kokonaisuus, joka an-
taa vahvan pohjan tuleville opinnoille. Monistetta kirjoittaessa on mydos kiinnitetty
erityistd huomiota matematiikan hyvaan esittdmiseen. Matematiikka on kieli ja
sen oppimiseksi on ensiarvoisen tarkedd ndhdé hyvin kirjoitettua matemaattista
tekstia.

Vaikka matemaattinen sisidlté monisteessa on standardi, niin materiaalin valittu
esitystapa noudattelee kirjoittajan omaa ndkemystd — moniste onkin laajennettu
versio kirjoittajan vuonna 2005 valmistuneesta luentomonisteesta Johdatus mate-
matiikkaan. Paivitystyossad suurena apuna ovat olleet Richard Hammackin kirja
Book of Proof vuodelta 2009 ja Kenneth H. Rosenin kirja Discrete Mathematics
and Its Applications vuodelta 2012. Lisdksi hyodyksi ovat olleet Jorma Merikosken,
Ari Virtasen ja Pertti Koiviston luentomoniste Johdatus diskreettiin matematiik-
kaan vuodelta 2004 sekéd Veikko Rantalan ja Ari Virtasen luentomoniste Logiikan

peruskurssi vuodelta 2003.



Luentovideo 1

1. MITA MATEMATIIKKA ON?

Matematiikka tieteend tutkii matematiikassa esiintyvia késitteitéd ja rakenteita
seké niiden suhteita tdsmaéllisin paéttelysddnndin ilman ensisijaista tavoitetta 16y-
taa sovelluksia matematiikan ulkopuolella. Késitteet itsessddn voivat olla peréisin
todellisen maailman ongelmista ja saavutetut tulokset voivat myhemmin osoittau-
tua hyodyllisiksi kdytdnnon sovelluksissa, mutta lahtokohtaisesti téllaiset yhteydet
eivit ole ensisijainen motivaatio. Tavallisesti kiinnostus syntyy &lyllisesté haasteesta

ja perusteluiden esteettisestd kauneudesta.

Hammastyttavin usein kuitenkin kdy niin, ettd matemaattisen mielenkiinnon
synnyttamia tuloksia voidaan soveltaa. Esimerkiksi Apollonios® tutki antiikin ai-
kana kartioleikkauksia ja mychemmin huomattiin, ettd Newtonin? vuonna 1687
julkaisemassa kirjassa Philosophiae Naturalis Principia Mathematica esitetyn pai-
novoimalain mukaan planeetat liikkuvat kartioleikkausten méa#rdaamilla radoilla.
Toisena esimerkkini voidaan mainita Eukleideen® n. vuonna 300 eaa. julkaisemassa
teoksessa Alkeet esitetty tulos, lause 4.13, jonka mukaan miké tahansa luonnolli-
nen luku voidaan yksikésitteisesti esittda alkulukujen tulona. Tiedonsiirrossa ja
rahaliikenteessé kédytettdvan vuonna 1977 esitellyn RSA-salausalgoritmin turval-
lisuus perustuu olettamukseen, jonka mukaan erittdin suurten alkulukujen tulon

alkulukuesityksen 16ytdminen on laskennallisesti tyolésta.

Matematiikalla on laaja-alainen rooli jokapéiviisesséd elaméssa jo sitd kautta,
ettd ymmaérretddn, kuinka erilaiset laitteet ja jarjestelmét ympérilla toimivat. Ma-
tematiikkaa on kaikkialla, vaikka se ei aina ole perinteisessd mielessa nakyvilla.
Nyky-yhteiskunnassa tarvitaan arjen matematiikkaa, mutta myos ongelmanrat-
kaisukykyé ja ilmididen ymmaérrysté, laaja-alaisempaa osaamista ajattelukyvyssa.
Matematiikasta on tullut valttdmaton edellytys kehitykselle. Jopa luonto noudattaa
matematiikan lakeja. Einstein? onkin ihmetellyt kuinka voi olla niin, ettd havaintoi-
hin liittymé&ton pelkéstdén ihmisen ajattelun tuotoksena syntynyt matematiikka voi

kuvailla todellisuutta niin ihailtavan tarkasti. Fysiikka, kemia, biologia, tilastotiede,

IApollonios Pergalainen (n. 240-190 eaa.)
YIsaac Newton (1643-1727)

3Eukleides Aleksandrialainen (n. 325-270 eaa.)
4Albert Einstein (1879-1955)


https://www.youtube.com/watch?v=ta4aVc8vFms
https://www.youtube.com/watch?v=ta4aVc8vFms
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informaatiotiede, tekniikan ala, lddketiede, talouselamé, rahoitusala ja tahtitiede
tarvitsevat kaikki matemaattisia menetelmié ongelmien ratkaisemiseen. Ei varmasti
ole yhtaan liioiteltua sanoa, ettd matematiikka ja sen sovellukset ovat modernin

maailman perusta.

Kéaytannossd matematiikan tekeminen ei ole pelkéstddn mekaanista laskemista
tai valmiiden kaavojen soveltamista. Usein itse laskeminen onkin matematiikassa
vain apuvilineen roolissa. Vaikka matemaatikot kenties itse haluavat ajatella, etté
matematiikka on sitd mitd matemaatikot tekevit, niin tiivistden voidaan luon-
nehtia, ettd matematiikka on tietyisté alkuehdoista eli aksioomista johdettavien
deduktiivisten paattelyketjujen eli todistusten muodostamia tosia lauseita, teo-
reemia. Deduktio on pééttelya yleisestéd yksityiseen ja péadttely on deduktiivinen,
jos se sailyttaa totuuden eli jos johtopédatds on oletusten looginen seuraus. Néin
ollen matematiikassa, pain vastoin kuin muissa tieteissé, ei ole korjauksia, vain

laajennuksia.

Eukleideen geometriaa ja lukuteoriaa kasitteleva kirja Alkeet on vanhin olemas-
sa oleva matematiikan deduktiivinen esitys. Kirjaa pidetdéan onnistuneimpana ja
vaikuttavimpana oppikirjana mita on ikin& kirjoitettu. Silla on ollut keskeinen
merkitys tieteen kehitykselle aina 1900-luvun alkuun saakka. Kirjapainotaidon
keksimisen ja vuoden 1482 ensipainoksen jélkeen siitd on arvioiden mukaan pai-
nettu ainakin tuhat painosta, haviten painosten mééréssa ainoastaan Raamatulle.
Kirjassa otettiin muutamia viitteita, joita ei milladn tapaa todistettu, padttelyn
lahtokohdiksi. Néita ilmeisié tosiasioita eli aksioomia hyviksi kdyttden perusteltiin
kirjan muut viitteet. Edelld mainitun alkulukuesityksen lisédksi tdssd luentomonis-
teessa niista kdydaan lapi alkulukujen lukuméaran adrettomyys lauseessa 5.10 ja

luvun /2 irrationaalisuus lauseessa 5.17.

Tarkastellaan perustelemista esimerkinomaisesti Pythagoraan® lauseen avulla.
Vaikka lause liitetddn Pythagorakseen, niin se on historialtaan paljon vanhempi.
Oletettavasti jokainen kehittynyt kulttuuri on historian saatossa keksinyt Pythago-
raan lauseen. Neljd Babylonialaista savitaulua ajanjaksolta 1900-1600 eaa. osoittaa,

ettéd lause on jollain tapaa ymmérretty jo tdnéd aikana. Lause on my6s mainittu

SPythagoras (n. 570-495 eaa.)
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intialaisessa Baudhayana Sulba sutrassa n. 800-400 eaa. ja kiinalaisessa tekstissé

Zhoubi Suanjing, jonka vanhimmat séilyneet versiot ovat n. vuodelta 100 eaa.

Lause 1.1 (Pythagoraan lause). Jos suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet

ovat a ja b ja hypotenuusan pituus on c, niin a*> + b? = c2.

Todistus. Oheisessa kuvassa ison nelién pinta-ala on (a + b)? = a® + 2ab + V* ja

toisaalta se on myos neljan kolmion ja pienen nelion yhteenlaskettu pinta-ala eli
4% 4 ¢* = 2ab+ . Néin ollen a? + 2ab + b* = 2ab + ¢? eli a® + b* = ¢* kuten
haluttiinkin. O

Perustelu nayttad aukottomalta. Onko tdmé todistus Pythagoraan lauseelle?
Lahemmin tarkastellen huomataan, ettd paattelyssa kaytettiin esimerkiksi tietoa
(a+b)? = a® + 2ab + b? ja suorakulmaisen kolmion pinta-alan kaavaa. On ilmeist,

ettd nama eivit ole aksioomia, joten niiden on seurattava jostain. Oheiset kuviot

a b

antavat niille geometriset perustelut. Seuraavaksi voisi kysya miksi suorakulmion

ala on sivujen pituuksien tulo ja miksi yhdenmuotoisilla kolmioilla on sama ala. Nain
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jatkaen lopulta péadstéan tilanteeseen, jossa jokainen vélivaihe on perusteltavissa
aksioomilla. Tamé& on formaali todistus Pythagoraan lauseelle. Nain pitkélle ei
kuitenkaan kaytédnnossi tarvitse menné. Usein sanotaan, ettéd todistus on péatte-
lyketju, joka on perusteltu tarkasti. T&lla tarkoitetaan sitd, etté jos paattelyssa
voidaan viitata aikaisemmin osoitettuihin tai muuten tunnettuihin tuloksiin, niin
tehdéddn nain. Edella esitettyéd paattelyketjua voidaan siten pitdéd todistuksena

Pythagoraan lauseelle.

Vaikka matematiikan rakenteen synty voidaan jljittdda Eukleideen kirjaan Alkeet,
niin matematiikan perusteellinen aksiomatisointi aloitettiin vasta 1900-luvun alussa.
Esimerkiksi 1600-luvulla lopulla Leibniz® ja Newton” kiyttivit differentiaali- ja
integraalilaskentaa kehittdessddan hyvikseen késitettd infinitesimaali, joka tarkoittaa
niin pientéd suuretta, ettei sitd kdytdnnossi tai edes periaatteessa voida mitata.
Késitteen méaritelmé on epatyydyttava, mutta sen avulla onnistuttiin silti saamaan

aikaiseksi oikeita tuloksia.

Hilbert® julkaisi vuonna 1899 teoksen Grundlagen der Geometrie, jossa hén esit-
teli uudet geometrian aksioomat korvaamaan vanhat ja joiltain osin epdmééraiset
Eukleideen aksioomat. Tama herétti tietysti kysymyksen voitaisiinko niin mene-
tella kaikilla matematiikan osa-alueilla. Seuraavana vuonna Hilbert esitti Pariisin
matemaatikkojen kansainvélisessé kongressissa 23:n kysymyksen listan. Naista nelja
on edelleen taysin vailla vastausta. Listan toisena kysymyksené oli aritmetiikan
eli lukuteorian aksioomien ristiriidattomuuden osoittaminen. Russell® ja White-
head!” tarttuivat haasteeseen ja asettivat tavoitteekseen palauttaa aritmetiikka ja
sitd kautta koko matematiikka symboliseen logiikkaan. He kirjoittivat kolmiosais-
ta Principia Mathematica teossarjaa kymmenen vuotta ja osat lopulta julkaistiin
vuosina 1910, 1912 ja 1913. Heidén tyonsé oli niin perustavanlaatuista, ettd vasta
toisen kirjan sivulla 86 he onnistuivat todistamaan, ettd 1 + 1 = 2. Todistuksen
jalkeen he kommentoivatkin humoristisesti, etta ylla oleva lause on silloin talloin

hyodyllinen.

6Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
"Isaac Newton (1643-1727)

8David Hilbert (1862-1943)

9Bertrand Arthur William Russell (1872-1970)
10Alfred North Whitehead (1861-1947)



Russel ja Whitehead eivét kuitenkaan pystyneet vastaamaan Hilbertin toiseen
kysymykseen. He ainoastaan antoivat systemaattisen esityksen aritmetiikalle for-
maalina jirjestelméini. Kaksi vuosikymmenti myohemmin vuonna 1931 Godel'!
julkaisi kaikkien yllatykseksi artikkelin Uber formal unentscheidbare Sétze der
Principia Mathematica und verwandter Systeme, jossa han osoitti, ettd mika ta-
hansa aksioomajérjestelma, joka méaéarittelee luonnolliset luvut ja niiden yhteen-
ja kertolaskut, on vilttamétta epéatidydellinen eli ettd aritmetiikan aksioomien ris-
tiriidattomuuden todistaminen vain aksioomia hyvéksi kdyttden on mahdotonta.
Tamaé tarkoittaa sité, ettd lukuteoriaa ei koskaan pystyté formalisoimaan niin, etté
kaikki sen todet véittadmaét olisivat johdettavissa aksioomista. Godel siis romutti

unelman siitéd, ettd kaikki matematiikka olisi taydellisesti aksiomatisoitavissa.

On korostettava, ettd Godel ei osoittanut aritmetiikkaa ristiriitaiseksi, vaan sen,
ettd ristiriiddattomuutta ei voida todistaa aritmetiikan sisélla. Kaytannossa kaikki
matemaattiset tulokset voidaan kuitenkin ristiriidattomasti kirjoittaa kéayttéaen
hyviksi vain symbolista logiikkaa. Taméa tekee Einsteinin kysymyksesté, kuinka
matematiikka voi kuvailla todellisuutta niin ihailtavan tarkasti, viela mielenkiin-
toisemman. Voidaanko ajatella filosofi Platonin'? hengessi, ettid matematiikka on
erottamaton osa maailmankaikkeutta? T&ll6in matematiikka on tieteen luonnollinen
kieli yksinkertaisesti siitd syysté, ettd matematiikka on maailman synnynnéinen
ominaisuus. Jos maailmankaikkeus yhtékkié lakkaisi olemasta, niin matemaattiset
totuudet jatkaisivat silti olemassaoloaan. Matemaatikkojen tehtavana on loytaa
uusia tuloksia ja ymmérrystd kuinka tulokset mallintavat todellista maailmaa. Vai
pitéaiko ajatella filosofi Kantin'® hengessi, ettéd matematiikka on luotu mallinta-
maan maailmaa? Ainoa syy miksi matematiikka kuvailee todellisuutta niin hyvin
on se, ettéd se on rakennettu tekeméédn juuri sitd. Jos maailmankaikkeus yhtékkia
lakkaisi olemasta, niin matemaattiset totuudet katoaisivat samalla tapaa kuin shak-
ki, jalkapallo tai mikd tahansa muu kokoelma keksittyjé sdantoja. Matematiikka

on ihmisen ajattelun tulos ja uusia tuloksia keksitdin tarpeen mukaan.

HKurt Friedrich Godel (1906-1978)
12Platon (427347 eaa.)
BImmanuel Kant (1724-1804)
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Aritmetiikan aksiomatisointiin jéi jaljelle vield yksi kysymys. Godelin tuloksen
perusteella matematiikassa on véitteité, joita ei pystytéd todistamaan. Siksi haluttiin
tietdd voidaanko ratkaista algoritmisesti, onko matemaattisella viitteelld todistusta
vai ei. Tata kutsuttiin padtosongelmaksi ja se on tarkennettu versio Hilbertin
23:n kysymyksen listan kymmenennestd kysymyksestd. Tahénkin kysymykseen
vastaus osoittautui negatiiviseksi. Vuonna 1936 Turing'? todisti artikkelissaan On
Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem Godelin
tulokseen perustaen, etté ei ole olemassa yleistd menetelméda méaarittaa, mitka
ongelmat ovat ratkaistavissa ja mitka ratkaisemattomia. Héan kéytti todistuksessaan
teoreettista mallia, ns. Turingin konetta, jolla han mé&éaritteli tarkasti késitteen
algoritmi. Tulos 16ytyi soveltamalla universaalia konetta, eli "laitetta”, joka pystyy
simuloimaan mité tahansa muuta Turingin konetta siihen ladattavien ohjeiden
mukaan. Todistus muutti maailmaa pysyvésti — néita laitteita kutsutaan nykyéén

tietokoneiksi.

Tamén luentomonisteen sisdllollisené tavoitteena on selvittdd matematiikan de-
duktiivinen rakenne seké esitelld matematiikassa kiytettévia todistusmenetelmia ja
joukko-opin avulla rakennettuja kasitteita. Lukijalta oletetaan lukion matematiikan

siséllon hallintaa ja mielenkiintoa aiheeseen.

2. LAUSELOGIIKKAA

Logiikka on oppia oikeasta ajattelusta. Se on kiinnostunut totuuden séilyttavisté
paattelyistéd, joissa johtopdétos on oletusten looginen seuraus. Viitelause on lause,
joka on joko totta tai epdtotta. Sen totuusarvoa merkitdin vastaavasti symbolilla
T tai E. Logiikkaa, joka tutkii vaitelauseita ja niiden vélisid suhteita, sanotaan
lauselogiikaksi. Vaikka lauselogiikka on perdisin Aristoteleen'® ja Khyrippoksen!®

ajoilta, niin nykymuotoisen lauselogiikan kehittdjénd voidaan pitéé Leibnitzia!”

2.1. Loogiset konnektiivit. Loogisia konnektiiveja ovat negaatio —, konjunktio

A, disjunktio V, implikaatio — ja ekvivalenssi <»>. Yhdistelemélld viitelauseita

14A]1an Mathison Turing (1912-1954)
5Aristoteles (384322 eaa.)

16K hrysippos (279-207 eaa.)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Luentovideo 2
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https://www.youtube.com/watch?v=GrO9nesFFv0
https://www.youtube.com/watch?v=GrO9nesFFv0
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loogisilla konnektiiveilla saadaan uusia véitelauseita, ns. molekyylilauseita. Luette-
loa, jossa esitetdén kuinka molekyylilauseen totuusarvo riippuu siiné esiintyvien
véiitelauseiden totuusarvoista sanotaan totuustaulukoksi. Totuustaulukoiden avul-
la voidaan loogiset konnektiivit mééaritelld tdsmaéllisesti. Nam&a méaéritelmat ovat

lauselogiikan aksioomia.

Yksinkertaisin loogisista konnektiiveista on negaatio, joka maaritellaan totuus-

taulukon avulla seuraavasti:

-P
E

T

m‘ﬂ‘“u

Vasemmanpuoleisessa sarakkeessa on lueteltu viitelauseen P kaikki mahdolliset
totuusarvot ja oikeanpuoleinen sarake kertoo kuinka —P on maééritelty kunkin
totuusarvon tapauksessa. Jos véitelauseen P totuusarvo on tosi, niin sen negaation
=P totuusarvo on epétosi ja padinvastoin. Luonnollisessa kielessd negaatio =P
luetaan esimerkiksi "ei P”, "ei ole niin, ettd P”, "P ei pade”, tai "P ei ole

voimassa’. Jos esimerkiksi P = "aurinko paistaa”, niin =P = "aurinko ei paista”.

Maaritelladn konjunktio totuustaulukon avulla seuraavasti:

PlQl|lprPrg
T|T| T
T | E E
E|T| E
E | E E

Taulukossa kaksi vasemmanpuoleisesta saraketta kiy lapi vaitelauseiden P ja @)
kaikki mahdolliset totuusarvot ja oikeanpuoleinen sarake kertoo kuinka P A Q)
on maéadritelty kunkin totuusarvon tapauksessa. Konjunktio vastaa ldhes téysin
luonnollisen kielen ja-sanaa: luonnollisessa kielessd P A ) luetaankin P ja Q). Jos
esimerkiksi P = "aurinko paistaa” ja ) = "tuulee”, niin (P A Q) = ”aurinko paistaa
ja tuulee”. Huomautetaan, etté joissain tilanteissa luonnollisen kielen ja-sanaan
liittyy jérjestys kuten esimerkkilause ”aakkosten kaksi ensimméista kirjainta ovat

b ja a” havainnollisesti osoittaa. Konjunktiossa viitelauseiden jarjestykselld ei ole
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valid: PAQ ja Q A P ovat sama molekyylilause. Myoskédin useamman konjunktion
jarjestykselld ei ole vilid: P A (Q A R) ja (P A Q) A R ovat sama molekyylilause.

Maaritellaan disjunktio totuustaulukon avulla seuraavasti:

PvQ

| "33
HEEs0
Hi3 33 <

Disjunktio vastaa luonnollisen kielen siséllyttavad tai-sanaa: luonnollisessa kielessé
PV @ luetaankin P tai (). Jos esimerkiksi P = "pidén kesédstd” ja ) = "pidédn
jadtelostd”, niin molekyylilauseen (P V Q) = ”pidédn kesésté tai jadtelostd” ollessa
tosi pidédn vahintdan toisesta, kesésté tai jadtelosté. Ei siis ole poissuljettua, etté
pitdisin molemmista. Luonnollisen kielen tai-sanan kanssa pitédé olla huolellinen.
Asiayhteydesté riippuen se myo6s voi tarkoittaa poissulkevaa tai-sanaa kuten esi-
merkkilauseessa ”jalkiruoaksi voi valita mustikkapiirakan tai uuniomenan”, joka
kéaytannossa tarkoittaa samaa kuin ”jilkiruoaksi voi valita joko mustikkapiirakan
tai uuniomenan”. Korostetaan, ettd disjunktio ei vastaa poissulkevaa tai-sanaa,
vaan molekyylilauseen P V @ ollessa tosi molemmat viitelauseet P ja ) voivat olla
tosia. Myoskéaén disjunktiossa viitelauseiden jarjestykselld ei ole vélia: PV @ ja
Q@ V P ovat sama molekyylilause. Vastaavasti useamman disjunktion jérjestys on
vapaa: PV (Q V R) ja (P V @)V R ovat sama molekyylilause.

Kahden viitelauseen vélille méaritellddn implikaatio seuraavasti:

Pl Q| P—Q
T | T T
T | E E
E|T T
E | E T

Implikaatio ei tdsmaéllisesti tarkoita syy-seuraussuhdetta, vaikka luonnollisessa

kielessd P — () luetaankin ”jos P, niin )7, ” P vain jos Q)7 tai ” P:std seuraa
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Q)”. Molekyylilause P — () on nimittdin mééritelty todeksi aina kun véitelau-
seen P totuusarvo on epatosi. Jos esimerkiksi P = ”Maa on litted”, niin P — @)
on tosi riippumatta vaitelauseesta (). Syy-seurausuhde toteutuu tilanteessa, jossa
P ja P — @ ovat molemmat tosia. Jos esimerkiksi P = ”sataa” ja () = "on
pilvistd”, niin implikaatiossa (P — Q) = ”jos sataa, niin on pilvistd” viitelause P
on syy ja @) sen seuraus, ts. ei voi sataa jos ei ole pilvista. Téalloin voidaan myos
kirjoittaa, ettd ” P on riittava ehto Q:lle” tai ” () on vélttdamaton ehto P:lle”. Se, ettd
implikaatio P — () mééritelladn todeksi kun P on epétosi saattaa aluksi vaikuttaa
erikoiselta. Sitéd voi yrittda hahmottaa esimerkiksi ehdokkaan vaalilupauksella ”jos
minut valitaan virkaan, niin lasken veroja”. Jos ehdokas valitaan virkaan, niin
ddnestédjat odottavat hédnen laskevan veroja. Jos taas ehdokasta ei valita, niin,
vaikka a#nestdjilla ei ole mitdan odotuksia, hdn voi silti muita keinoja hyvaksi
kayttden laskea veroja. Vain siiné tapauksessa, ettd ehdokas on valittu ja hén ei

laske veroja, hdnen voidaan katsoa rikkoneen vaalilupauksensa.

Maaritellaan ekvivalenssi seuraavasti:

Pl Q| PsQ
T | T T
T | E E
E| T E
E | E T

Huomataan, ettd ekvivalenssilla tarkoitetaan implikaatiota molempiin suuntiin.
Ekvivalenssi P < () voidaankin luonnollisessa kielessé lukea ” P on yhtéapitavaa
():n kanssa”, ” P jos ja vain jos )7 tai ” P tdsmaélleen silloin, kun )”. Jos esimerkiksi
P = 7sataa” ja ) = "on pilvistd”, niin ekvivalenssin P <> () ollessa tosi voi olla
pilvista vain, ja ainoastaan silloin, kun sataa. Pelkké implikaatio P — @) ei sulje

pois sitd mahdollisuutta, etta voisi olla pilvistd ilman sadetta.

2.2. Tautologia. Tuutologia on molekyylilause, jonka totuusarvo on aina tosi,
riippumatta siiné esiintyvien véitelauseiden totuusarvoista. Tautologian negaatiota
sanotaan ristiritdaksi. Ristiriiddan totuusarvo on siten aina epétosi, riippumatta

siind esiintyvien véitelauseiden totuusarvoista. Esimerkiksi totuustaulukot


https://www.youtube.com/watch?v=_DHNh1CrEGs
https://www.youtube.com/watch?v=_DHNh1CrEGs
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P | -P| PV-P P| -P| —P | P& P

T | E T T E T T

E| T T E| T E T
osoittavat, ettd molekyylilauseet

PV -P ja -—P & P (2.1)

ovat tautologioita. Kyseisid tautologioita kutsutaan poissuljetun kolmannen laiksi
ja kaksinkertaisen kiellon laiksi. Jos esimerkiksi P = ”sataa”, niin molekyylilause
(P V —P) = "sataa tai ei sada” on aina tosi. Lisdksi molekyylilauseella =—P = "ei

ole niin, etté ei sada” on sama totuusarvo kuin viitelauseella P.

Huomataan, ettd jos P <> () on tautologia, niin ekvivalenssin méaritelmén
mukaan on vain kaksi vaihtoehtoa: P ja () ovat molemmat joko tosia tai epé-
tosia. Télloin merkitddn P < () ja sanotaan, ettd viitelauseet P ja () ovat
loogisesti yhtdpitivat (tai ekvivalentit). Merkinndlld P < Q) < R tarkoitetaan
sitd, ettd P < @ ja (Q <& R. Molekyylilauseessa esiintyvé véitelause voidaan siten
korvata loogisesti yhtapitavalla vaitelauseella. Esimerkiksi kohdan (2.1) nojalla
—-—P voidaan aina korvata véiitelauseella P. Nain ollen muotoa P <> () olevat
tautologiat antavat molekyylilauseille laskusaéantoja. Helposti esimerkiksi ndhdéén,
ettd jos T on tautologia ja E ristiriita, niin (PVT) < T, (PVP) < P < (PVE),
(PN\P)& P&s (PANT)ja(PANE)< E.

Ekvivalenssin méaaritelméan yhteydessad todettiin, ettd ekvivalenssi tarkoittaa

implikaatiota molempiin suuntiin. Téasmaéllisesti télld tarkoitetaan molekyylilausetta

(P Q)< (P—=Q)AN(Q—P)), (2.2)
jonka totuustaulukko
Pl Q| P—>Q|Q—>P|(P->QAN(Q—P)| PQ
T | T T T T T
T | E E T E E
E|T T E E E
E | E T T T T
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osoittaa tautologiaksi. Ekvivalenssi P <> () on siis loogisesti yhtépitava implikaa-
tioiden P — @ ja Q — P konjunktion kanssa. Selvitetddn seuraavaksi konjunktion

ja disjunktion vélinen yhteys. Totuustaulukot

Pl Q| -P| Q| PANQ|-(PANQ) | -PV-Q
T | T E E T E E
T | E E T E T T
E| T T E E T T
E|E| T T E T T
ja
Pl Q|-P|-Q|PVQ | ~(PVQ) | ~PANQ
T | T E E T E E
T | E E T T E E
E|T T E T E E
E | E T T E T T

osoittavat De Morganin'® lait
“(PANQ) & ~PV-Q,

(2.3)
~(PVQ) < -PA-Q.

Jos esimerkiksi P = "pidéan keséstd” ja () = " pidén jadtelostd”, niin ~PA—-Q) = "en
pida keséstéd enki jadtelostd” on loogisesti yhtépitava molekyylilauseen —(PV Q) =
"ei ole niin, ettd pidan keséstéd tai jadtelostd” kanssa. De Morganin lakien eli
kohdan (2.3) nojalla ndhdéén, ettd esimerkiksi molekyylilauseet —=(P A =P) ja
—P V =P ovat loogisesti yhtépitéavit. Koska kohdan (2.1) nojalla =—P voidaan
korvata viitelauseella P ja =PV P on tautologia, niin myos poissuljetun ristiriidan
laki

—(P A —P) (2.4)

on tautologia. Téstd kohdan (2.1) avulla ndhdéén, ettd P A =P on ristiriita.

Huomataan, ettd implikaatio voitaisiin vaihtoehtoisesti méaritelld negaation ja

disjunktion avulla, silld totuustaulukon

18Augustus De Morgan (1806-1871)
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Pl Q| -P|P—->Q|-PVQ | (P—-Q) < (-PVQ)
T | T E T T T
T | E E E E T
E | T T T T T
E | E T T T T
mukaan
P—Q & -PVQ. (2.5)

Koska talloin (-Q — —=P) <> (Q V = P), niin ollaan osoitettu kontrapositio
P—-Q < -Q— -P. (2.6)
Huomataan vield, ettd De Morganin lakien eli kohdan (2.3) mukaan
-(P—>Q) & PA-Q. (2.7)

Jos esimerkiksi P = "sataa” ja () = "on pilvistd”, niin (P — () = ”jos sataa, niin
on pilvistd” on loogisesti yhtépitdvi molekyylilauseiden (=P V Q) = "ei sada tai
on pilvistd” ja (=Q) — —P) = "jos ei ole pilvisté, niin ei sada” kanssa. Kohdista

(2.5) ja (2.4) myos seuraa, etta
P & —P—=(SA-S). (2.8)

Huomautetaan vield, ettéd terminologian kanssa on syyté olla tarkkana: implikaation
P — @ negaatio on =(P — @), kontrapositio on =() — =P ja kddnteinen suunta

on (Q — P.
Totuustaulukoiden avulla ndhd&an osittelulait
PAQVR) < (PANQ)V(PAR),
PV(QAR) & (PVQ)A(PVR). (29)

Koska kohdan (2.5) ja De Morganin lakien eli kohdan (2.3) mukaan molekyylilauseet
(PV R) = Qja (=P A-R)VQ ovat loogisesti yhtépitavét, niin osittelulakien eli
kohdan (2.9) seké kohdan (2.5) nojalla

(PVR) - Q < (P=>Q)ANR—=Q). (2.10)
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Néin ollen esimerkiksi ”jos sataa tai tuulee, niin on pilvistd” on loogisesti yhtéapitava
véitelauseiden ”jos sataa, niin on pilvistd” ja ”jos tuulee, niin on pilvistd” konjunk-

tion kanssa.

Jos molekyylilause muodostetaan vain yhden véitelauseen avulla kuten esimerkik-
si kohdassa (2.1), niin tautologiaksi toteaminen totuustaulukon avulla onnistuu kak-
siriviselld taulukolla. Jos molekyylilause muodostetaan kahden viitelauseen avulla
kuten esimerkiksi kohdissa (2.2), (2.3) ja (2.5), niin taulukointiin riittdd 4 = 22 rivi.
Osittelulait eli kohdan (2.9) molekyylilauseet muodostuvat kolmesta véitelauseesta
ja niiden tautologiaksi toteaminen onnistuu 8 = 23 riviselld taulukolla. Yleisesti, jos
molekyylilauseessa esiintyy n viitelausetta, niin taulukointiin riittda 2" rivid. Sano-
taan, ettd luvun n kasvaessa rivien lukumaéaéra 2" kasvaa eksponentiaalisesti. Jos
esimerkiksi molekyylilause muodostuu sadasta viitelauseesta, niin totuustaulukossa
on yhteensi 2% ~ 1,2676506 - 103 rivid. Jos tietokone!® pystyy tarkistamaan tau-
lukosta 10'® rivin totuusarvon sekunnissa, niin koko totuustaulukon lipikiymiseen
kuluisi noin 1,2676506 - 10'? sekuntia eli reilu 40 170 vuotta. Voisiko tautologiaksi
toteamisen tehda jollakin nokkelammalla menetelmélla? Edelld esimerkiksi néhtiin,
ettéd useassa tapauksessa oli mahdollista kdyttda tunnettuja loogisesti yhtapitavia
lauseita ja sitd kautta valttdd totuustaulukon kaytto kokonaan. Olisiko mahdollista,
ettd tarvittavien operaatioiden lukumséiri olisi esimerkiksi vain 10n* jollakin &, ts.
luvun n kasvaessa operaatioiden lukuméaéra kasvaisi polynomisesti. Jos k = 10, niin
esimerkin tilanteessa tietokoneelta kuluisi tautologian selvittdmiseksi korkeintaan
17 minuuttia. Kysymys on yksi kuuluisista Millenium-ongelmista ja sen ratkaisusta

Clay-instituutti on luvannut miljoonan dollarin palkinnon.

2.3. Paiatteleminen lauselogiikassa. Muotoa

(PAR) = Q
olevaa molekyylilausetta kutsutaan pdadttelylauseeksi. Jos paattelylause on tauto-
logia, niin implikaatiota merkitain (P A R) = () ja sanotaan, ettd padttely on
siiné looginen. Viitelausetta () kutsutaan talloin johtopddtikseksi. Huomautetaan,

etti (PARAS) < (PA(RAS)) jajos T on tautologia, niin P < (P AT).

YEuroopan nopeimman (v. 2022) supertietokoneen Lumin teoreettinen huipputeho on 0,55 - 10*®
liukulukulaskutoimitusta sekunnissa.


https://www.youtube.com/watch?v=3eLmR6bfCps
https://www.youtube.com/watch?v=3eLmR6bfCps
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Niin ollen my6s yleisemmét implikaatiot ovat paattelylauseita. Paattelylauseen

totuustaulukko on seuraavanlainen:

P | R

-

(P A

=3

- Q

ilINCIFEIREIRE I
IEEIRSINCICIE I
SlElsE a8 sO
ol s S >
CICIGICIEIEIG

E|E|E

&3]
H

Huomataan, ettd jos P tai R on epétosi, niin myos P A R on epétosi ja siten
paattelylause (P A R) — @ pitdé paikkansa riippumatta viitelauseen ) totuusar-
vosta. Téssé tilanteessa padttelyn loogisuus ei siis kerro mitdéan vaitelauseen @)
totuusarvosta. Oletetaan sitten, ettd molempien véitelauseiden P ja R totuusarvo
on tosi. Talloin molekyylilause P A R on tosi ja edellisessd totuustaulukossa vain
kaksi ylimmaéisté rivid ovat mahdollisia. Jos pééttelylause (P A R) — @ on tautolo-
gia, niin toiseksi ylin rivi ei tule kyseeseen ja viitelauseen () totuusarvon taytyy
olla tosi. Jos siis molemmat véitelauseet P ja R pitdavat paikkansa, niin paéattelyn

loogisuus takaa johtopédtoksen () totuuden.

Todetaan, ettéd syllogismissa
(P-QNQ@—R) = P—-R (2.11)

padttely on looginen. Esimerkiksi ”Jos sataa, niin on pilvista. Jos on pilvisté,
niin aurinko ei paista. N&in ollen, jos sataa, niin aurinko ei paista.” on syllogismi
ja pédttely siind on looginen. Huomataan, ettd kohtaan (2.5) vedoten syllogismi

voidaan kirjoittaa yhtapitdvasti muodossa
(PVQ)AN(-PVR) = QVR. (2.12)

Néin ollen esimerkiksi péadttely ”Matematiikka on kivaa tai ei sada. Sataa tai
logiikka on helppoa. Néin ollen matematiikka on kivaa tai logiikka on helppoa.” on

looginen.
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0 seuraavaa padttelyd: ”Jos tiedin olevani

Esimerkki 2.1. Tarkastellaan Origeneen?
kuollut, niin olen kuollut. Jos taas tiedédn olevani kuollut, niin en ole kuollut. N&in
ollen en tiedd olevani kuollut.”. Ajatus téssd on se, ettd ensimméinen lause toteaa
kuolleen olevan kuollut. Toinen lause taas tekee havainnon, ettd jos on kykeneva
tietdmé&an asioita, niin ei voi olla kuollut. Merkitdin P = ”tieddn olevani kuollut”

ja @ = "olen kuollut”, jolloin paittely vastaa padttelylausetta
(P—= Q)N (P — —Q)— —P.

Kohdan (2.6) mukaan molekyylilauseet P — —Q ja Q — —P ovat loogisesti
yhtépitavit ja kohdan (2.5) avulla ndhdéén, ettd ndin ovat myos molekyylilauseet
—P ja P — —P. Siten esitetty pééttelylause on syllogismi ja kohdan (2.11) mukaan
padttely on siind looginen. Huomautetaan kuitenkin, ettd pédttelyn loogisuus
ei kerro mitddn molekyylilauseiden P — @ ja P — —(@) totuudesta eiké siten

myoskaan johtopadatoksen =P totuudesta.

Totuustaulukon
P| Q| P—=>Q|PANP—=-Q) | (PNP—-Q)—Q
T | T T T T
T | E E E T
E| T T E T
E | E T E T
mukaan suorassa todistuksessa
PAP—-Q) = @ (2.13)

padttely on looginen. Siten kohdan (2.6) mukaan myo6s kddnteisessi suorassa

todistuksessa

pééttely on looginen. Huomataan vield, etta kohtien (2.8) ja (2.7) mukaan epdsuorassa

todistuksessa
PA(PA-Q)— (SADS) = @ (2.15)

paéttely on looginen.

200rigenes Adamantios (n. 185-254)
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Jos tiedetédn, ettéd padttelyt
PANR = T ja TAS = @

ovat loogisia, niin (P A RAS) — (T A S) on tautologia ja siten kohdan (2.11)
mukaan pédttely
PARANS = (@

on looginen. Tam#& havainto antaa mahdollisuuden rakentaa loogisista péétte-
lyistéd padttelyketjuja seka kdantéden, pilkkoa monimutkaisen oloisen péattelylauseen
loogisuuden tarkastelu pienempiin palasiin. Usein péaéttelyketjuja havainnollistetaan
kirjoittamalla P = T = @, jolla tarkoitetaan sité, ettd (PAR) = T ja (T'AS) = Q

joillakin véitelauseilla R ja S, jotka ovat esimerkiksi tunnettuja tosiasioita.

Esimerkki 2.2. Tarkastellaan seuraavaa paéttelya: ” Aurinko paistaa, mutta ei ole
lammin. Menemme kévelylle vain jos aurinko paistaa. Emme mene uimaan tai on
ld&mmin. Jos emme mene kévelylle, niin menemme uimaan. Jos taas menemme
kévelylle, niin ehdimme kotiin ajoissa. Néin ollen emme mene uimaan ja ehdimme
kotiin ajoissa.”. Merkitdan

P = "aurinko paistaa”,

() = 7on lAmmin”,

R = "menemme kéavelylle”,

S = 7menemme uimaan”,

T = "ehdimme kotiin ajoissa”,
jolloin padttely vastaa paattelylausetta
(PAN=QA(R—P)AN(-SVQA(CR—=SAN(R—=T)) = (=SAT).

Osoitetaan padttelyketjun avulla, etté péittely lauseessa on looginen. Koska kohdan
(2.5) mukaan -5V @ ja S — @ ovat loogisesti yhtédpitavét, niin kiddnteisen suoran
todistuksen eli kohdan (2.14) mukaan pééttely

(FQA(=SVQ)) — =S (2.16)
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on looginen. Koska kohdan (2.6) mukaan —R — S ja =S — R ovat loogisesti
yhtapitavat, niin

(FR—=>S)AN(R—T)) = (=S—1T) (2.17)
on syllogismi ja kohdan (2.11) nojalla paéttely on siind looginen. Huomataan, etté
kohtien (2.16) ja (2.17) padttelyja voidaan vield jatkaa, silld suoran todistuksen eli
kohdan (2.13) mukaan padttely

(=SA(=S—=T)) =T (2.18)

on looginen. Johtopadtos voidaan nyt lukea kohdista (2.16) ja (2.18). Nahdéaéan,
etta paattely alkuperiisessi paattelylauseessa on looginen. Huomautetaan vielé,
etté koska péadttelylause koostuu viidestd véitelauseesta, niin padttelyn loogisuuden

toteaminen totuustaulukon avulla olisi vaatinut 32-rivisen taulukon.

3. PREDIKAATTILOGIIKKAA

Avoimia viitelauseita kisitteleva predikaattilogiikka on lauselogiikkaa laajempi
jarjestelmé, jossa loogisten konnektiivien lisdksi esiintyvéat kvanttorit. Avoimis-
ta viitelauseista saadaan kvanttoreiden avulla véitelauseita. Predikaattilogiikan

kehittdjians voidaan pitdsd Fregea?!.

3.1. Kvanttorit. Sanotaan, ettd P(x) on alkioon x liittyvd avoin vdiitelause,
jos kiinnittamalla alkion x arvo P(z) on viitelause. Talloin kaikkikvanttori (tai
universaalikvanttori) V mééritelladn asettamalla véitelause Vo : P(z) todeksi, kun

P(z) on tosi milld tahansa alkion = valinnalla. Toisin sanoen
Ve : P(x) < 7P(x)on tosi kaikilla z”. (3.1)

Luonnollisessa kielessé Vo : P(x) luetaankin ”jokaisella z on P(z)” tai ” P(z)
kaikilla 2”. Vastaavasti olemassaolokvanttori (tai eksistenssikvanttori) 3 médritel-
l44n asettamalla véitelause Jx : P(x) todeksi, kun on olemassa alkio z siten, ettd

P(x) on tosi. Toisin sanoen
Jz: P(xr) < 7P(x) on tosi jollakin z”. (3.2)

2Ifriedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925)


https://www.youtube.com/watch?v=fGeR4illJeU
https://www.youtube.com/watch?v=fGeR4illJeU
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Luonnollisessa kielessd Jx : P(x) luetaankin ”on olemassa x siten, ettd P(x)” tai
7 P(x) jollakin x”. Jos esimerkiksi N(x) = "2 on nainen” ja P(x) = "z:114 on pitkét
hiukset”, niin (N (z) — P(z)) = "naisella x on pitkét hiukset” ei ole véitelause, silld
ei tiedetd keneen lause kohdistuu. Se on avoin viitelause ja (Vo : N(z) — P(x)) =
”jokaisella naisella on pitkdt hiukset” sekd (Jz : N(z) — P(x)) = "on olemassa

nainen, jolla on pitkat hiukset” ovat viitelauseita.

Matematiikassa esitetéén usein muotoa Vz : P(z) — Q(z) olevia viitelauseita
luonnollisella kielella. Jos esimerkiksi P(n) = "n > 3 on alkuluku” ja Q(n) ="n
on pariton”, niin véitelause Vn : P(n) — @Q(n) voidaan lukea monella eri tapaa:
”jokainen lukua 2 suurempi alkuluku on pariton”, ”jos n > 3 on alkuluku, niin n
on pariton”, "lukuun ottamatta lukua 2, jokainen alkuluku on pariton” tai "mika

tahansa alkuluku, joka on lukua 2 suurempi, on myos pariton”.

Huomataan, etté jos véitelause Yz : P(z) on epétosi, niin kohdan (3.1) mukaan
ei ole niin, ettd P(x) on totta kaikilla alkion x valinnoilla. Toisin sanoen on
olemassa alkio z siten, ettd P(x) on epéitosi, ja siten kohdan (3.2) mukaan véi-
telause dx : = P(z) on tosi. Vastaavasti, jos véitelause dx : P(z) on epétosi, niin
samalla tavalla ndhdédén, ettd Vo : = P(z) on tosi. Ollaan siis perusteltu negaation

ja kvanttoreiden vaihtosddanndt
-(Vz: P(x)) < do:-P(z),

(3.3)
—(3z: P(z)) < Va:-P(x).

Jos esimerkiksi O(x) = "z on kurssin opiskelija” ja K(z) = "2 on kiinnostunut
matematiikasta”, niin (Vo : O(x) — K(z)) = ”jokainen kurssin opiskelija on
kiinnostunut matematiikasta” ja (3z : O(z) — K(x)) = "kurssilla on opiskelija,
joka on kiinnostunut matematiikasta”. Negaation ja kvanttoreiden vaihtosddntojen
sekd kohdan (2.7) mukaan —(Vz : O(z) — K(x)) = "kurssilla on opiskelija, joka
ei ole kiinnostunut matematiikasta” ja =(3z : O(z) — K(x)) = "kukaan kurssin

opiskelijoista ei ole kiinnostunut matematiikasta’”.

Jos alkion x arvoiksi on vain darellinen maara vaihtoehtoja, niin negaation ja
kvanttoreiden vaihtosd&nnot seuraavat De Morganin laeista. Oletetaan, ettd alkion

x mahdolliset arvot ovat xq, xa, . . ., x,. Talloin kohtien (3.1) ja (3.2) avulla ndhd&én,
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etta
Vr:P(x) < P(z1)AP(x) A A P(x,),
Jr: Plz) <  Pz)V P(xs) V-V Pla,). (34)
Néin ollen De Morganin lakien eli kohdan (2.3) mukaan
-(Vz: P(x)) < =P(x1)V-P(za)V---V-P(x,),
—(3x: P(x)) < —P(x1) A-P(za) A+ A=P(z,).
Jos esimerkiksi P(z) = ”viikonpaivéni z sataa”, niin Va : P(x) voidaan lukea

"koko viikon sataa” tai kohdan (3.4) mukaan ”maanantaina sataa, tiistaina sataa,

..., lauantaina sataa ja sunnuntaina sataa”.

Tarkastellaan vield kaikkikvanttorin ja konjunktion seké olemassaolokvanttorin
ja disjunktion suhdetta yleisessé tilanteessa. Viitelause Vx : P(z) A Q(z) on tosi
kohdan (3.1) mukaan silloin, kun P(z) ja Q(z) ovat tosia milld tahansa alkion
x valinnalla. TAm& on selvésti yhtépitdva sen kanssa, ettd P(x) on tosi milla

tahansa alkion x valinnalla ja Q(x) on tosi milld tahansa alkion z valinnalla, ts.
(Vx : P(z)) A (Vx : Q(z)) on tosi. Niin ollen

Ve: P(x) NQ(x) <  (Vo:P(x))A(Vo:Q(z)) (3.5)

Negaation ja kvanttoreiden vaihtosééntojen eli kohdan (3.3) ja De Morganin lakien

eli kohdan (2.3) mukaan tdmén avulla todetaan, etta
Jr:Pz)VQ(z) < (3z:Px))V(3x:Qx)). (3.6)
Todetaan lopuksi, etta
(Vo : P(x))V (Vo :Q(z)) = Vz:P(z)VQ(z),
Jr: Plx)ANQ(z) = (Bx:P(x))A(Fx:Qz)).

Liséksi

(Vx: P(z)) —» (Vo : Q(x)) = Vx:P(r)— Q).
Jos esimerkiksi P(x) = "z on prinsessa” ja Q(x) = "z on kuninkaallinen”, niin (Vz :
P(z)) V (Vx : Q(x)) luetaan ”jokainen on prinsessa tai jokainen on kuninkaallinen”

ja Vo : P(x) V Q(z) luetaan ”jokainen on prinsessa tai kuninkaallinen”. Téssa
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jalkimmaéinen véitelause on tosi myos silloin, kun puolet kansasta on prinsessoja ja
toinen puoli kuninkaallisia. Huomataan myos, ettd 3z : P(x) A Q(z) luetaan ”joku
kuninkaallinen on prinsessa” ja (3x : P(z)) A (Jz : @Q(x)) luetaan ”joku on prinsessa
ja joku on kuninkaallinen”. Téssé jalkimméinen véitelause on tosi myos silloin,
kun kyseessé on kaksi eri henkil6d. Liséksi (Vo : P(z)) — (Vo : Q(z)) luetaan ”jos
jokainen on prinsessa, niin kaikki ovat kuninkaallisia” ja Vz : P(x) — Q(z) luetaan

”prinsessat ovat kuninkaallisia”.

3.2. Paitteleminen predikaattilogiikassa. Predikaattilogiikassa tehtédvat padt-
telyt palautetaan kaikkikvanttorin ja olemassaolokvanttorin mééritelmien (3.1) ja

(3.2) kautta lauselogiikan péaéttelyiksi.

Esimerkki 3.1. Tarkastellaan seuraavaa paattelya: ” Kurssin jokainen osallistuja

pitdd matematiikasta. Kaikki ihmiset eivdt pidd matematiikasta. Siispd on olemassa

ihminen, joka ei osallistu kurssille.”. Merkitédén K (z) = "2 on kurssin osallistuja”
ja M(z) = 7z pitdd matematiikasta”, jolloin pééttely vastaa pééttelylausetta
(Vo : K(z) — M(x)) A=(Vx : M(z))) — 3z : = K(x)). (3.7)

Osoitetaan, ettd padttely on lauseessa looginen. Téata varten voidaan olettaa, etté
véitelauseet (Vz : K(x) — M(z)) ja =(Vx : M(x)) ovat tosia. Koska negaation ja
kvanttoreiden vaihtosdéntojen eli kohdan (3.3) mukaan —(Vz : M(z)) ja Jx : =M (z)
ovat loogisesti yhtépitavit, niin kohdan (3.2) mukaan on olemassa x siten, etta
- M (x) pitédéd paikkansa. Kohdan (3.1) mukaan K (z) — M (x) on totta kaikilla z,
joten erityisesti K (z9) — M (zo) on totta. Koska kohdan (2.6) mukaan K (zy) —
M (xg) ja =M (x¢) — =K (x9) ovat loogisesti yhtépitavét ja kohdan (2.14) mukaan

(=M (20) = =K (x0)) N =M (0)) = =K (o)

on kddnteinen suora todistus ja siten tautologia, niin =K (x¢) on johtop#itokseni
tosi. Siten kohdan (3.2) mukaan Jx : =K (z) on tosi ja paéttelylause (3.7) on

tautologia.

Esimerkk: 3.2. Tarkastellaan Liisan seikkailut ihmemaassa -kirjan kirjoittajan Lewis

Carrollin?? padttelyi: ”Kolibrit ovat virikkiitd. Ei ole olemassa hunajalla elivi

22Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898)

[T R ™
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https://www.youtube.com/watch?v=4TG1H8Dyvz8
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suuria lintuja. Linnut, jotka eivét eld hunajalla ovat vérittomia. Néin ollen kolibrit

ovat pienid.” Merkitdén K (z) = "z on kolibri”, V(z) = "z on vérikas”, S(z) = "z

on suuri lintu”, H(z) = "z eldd hunajalla”, jolloin péittely vastaa pééttelylausetta

(Vo : K(z) = V(x)) A=(Fz: H(z) AS(x)) A (Vo : =H(z) = =V (z)) 38)

3.8

— (Vo : K(x) — =S(x)).

Osoitetaan, ettd péadttely on lauseessa looginen. Téata varten voidaan olettaa, etté

véitelauseet Vo : K(z) — V(x)), =(3x : H(z) A S(z)) ja (Vz : =H(z) — -V (x)

ovat tosia. Huomataan, ettd negaation ja kvanttoreiden vaihtosdéantéjen eli kohdan

(3.3) seké kohdan (2.7) mukaan —(3z : H(x) A S(x)) ja Vo : H(x) — —=S(z) ovat
loogisesti yhtapitéavit. Néin ollen kohtien (3.5) ja (3.1) mukaan

(K(z) = V(x)) A (H(x) = 2S(x)) A(—H(z) — =V (x)) (3.9)

on tosi kaikilla z. Koska kohdan (2.6) mukaan —H(x) — =V (x) ja V(z) — H(z)

ovat loogisesti yhtépitdvét, niin
(K(z) = V(z)) A (-H (x) = =V (2))) = (K(z) = H(z)) (3.10)
on syllogismi ja kohdan (2.11) mukaan pééttely on siind looginen. Koska myos
(K(z) = H(x)) A (-H (x) = =S5(x))) = (K(z) = =5(x)) (3.11)

on syllogismi, niin kohdan (3.9) ja kohtien (3.10) ja (3.11) muodostaman pé&ét-
telyketjun nojalla K (z) — —S(z) on tosi kaikilla z. Siten kohdan (3.1) mukaan

Vo : K(z) — —S(z) on tosi ja paattely on lauseessa looginen.

Huomautetaan, ettd vaikka edellisten esimerkkien perustelut péaattelyiden loogi-
suudelle ovat tdsmaiilliset, niin luettavuuden ja ymmérrettdvyyden kannalta arkikie-

liset perustelut olisivat varmasti selkeimmét.

3.3. Sisdkkiiset kvanttorit. Avoin viitelause voi liittyd useampaan alkioon. Jos
esimerkiksi P(z,y) on alkioihin z ja y liittyvéi avoin véitelause, niin alkiot x ja
y kiinnittamalla P(x,y) on véitelause. Kiinnittdmélld vain alkio y ndhd&én, ettéd
P(z,y) on alkioon z liittyva avoin vaitelause. Myos Yy : P(z,y) ja Jy : P(z,y)
ovat alkioon z liittyvid avoimia véitelauseita. N&in ollen esimerkiksi kahdella

sisikkaiselld kvanttorilla muodostettu Va : (Jy : P(z,y)), jota merkitdéin lyhyemmin


https://www.youtube.com/watch?v=sHIZnM5jUog
https://www.youtube.com/watch?v=sHIZnM5jUog
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Vz 3y : P(x,y), on viitelause. Huomataan, ettd kohtien (3.1) ja (3.2) mukaan
VaVy: P(z,y) < VYyVa: P(x,y),
Jx3y: P(r,y) < JyIz: Px,y).

Niistd ensimmaéisen yhtéapitavé viitelause voidaan lukea ”jokaisella = ja y on P(z,y)”
tai 7 P(z,y) kaikilla = ja y”. Jalkimmaéisen taas voidaan lukea ”on olemassa z ja y

siten, ettd P(x,y)” tai ” P(x,y) joillakin = ja y”. Todetaan myds, etté
dxVy: P(z,y) = Vy3z: P(z,y).

Téssd implikaation vasen puoli voidaan lukea ”on olemassa x siten, ettd P(x,y)
kaikilla y” ja oikea puoli ”jokaiselle y on olemassa x siten, ettd P(x,y)”. Jos
esimerkiksi P(x,y) = "z on hevosen y kengittdja”, niin 3z Vy : P(z,y) luetaan
”on olemassa kaikkien hevosten kengittdji” ja Vy 3z : P(x,y) luetaan ”jokaiselle
hevoselle on kengittdja”. Jalkimmaéinen viitelause on tosi myos silloin, kun useampi

kengittédjd hoitaa hevosten kengityksen.

FEsimerkki 3.3. Olkoot T'(x) = "opiskelijalla x on tietokone” ja K (z,y) = "opiskelijat

x ja y ovat kavereita”. T&lloin molekyylilause
Vo : (T(x) vV (Jy : K(z,y) AT(y)))

luetaan ”jokaisella opiskelijalla on tietokone tai kaveri, jolla on tietokone”. Mole-
kyylilause
dxVyVz: (K(x,y) NK(z,2) N7y # 27) = =K (y, 2)

taas luetaan ”on olemassa opiskelija, jonka kaverit eivat ole keskenéddn kavereita”.

Esimerkki 3.4. Reaalifunktion f kuvaajaa voidaan hahmotella xy-koordinaatistossa.
Kuvaus maéritellaan tasméllisesti kappaleessa 7.1. Intuitiivisesti ajatellaan, etta
funktio on jatkuva, jos sen kuvaaja ”voidaan piirtda kynéé paperista nostamat-
ta”. Jatkuvuuden tdsméllisen méaaritelmén mukaan f on jatkuva pisteessd xq, jos

molekyylilauseen
Ve>030 >0V : |z —xo| <= |f(x) — flzo)| <e

totuusarvo on tosi. Huomautetaan, etté valittua notaatiota tdsmaéllisesti seuraten

avoimet véitelauseet ylla pitéisi olla sitaateissa, esimerkiksi ”|x — x| < 7. Sitaatit
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kuitenkin yleensé jatetdédn pois. Sanotaan, ettd f on jatkuwva, jos se on jatkuva

jokaisessa méarittelyvilinsé pisteessid. Oheinen kuva havainnollistaa méaritelmén

vaatimusta. Kuvan funktio nayttéisi olevan jatkuva pisteesséd xy: vaikka kuvan
vaakasuora katkoviivoin esitetty ”putki” valittaisiin kuinka kapeaksi tahansa, niin
pystysuora "putki” voidaan valita siten, ettd sen rajaama funktion kuvaaja siséltyy

tummennettuun suorakaiteeseen.

Negaation ja kvanttoreiden vaihtosdéntéjen eli kohdan (3.3) mukaan
—(Yy3Jz: P(z,y)) < Jy:—=(Jz: Plz,y)).
Koska saman vaihtosdénnon mukaan —(3z : P(x,y)) ja Vo : =P(x,y) ovat loogisesti
yhtépitavat, niin ndhdéin, etta
—(VYy3de: P(x,y)) < JyVa:-Px,y).
Vastaavilla péaattelyilla ndhdééan, etta
-(YyVx: P(x,y)) < Jydx:-P(x,y),
—(JyVr: P(x,y)) < Vy3dx:-P(x,y),
—(JyJz: P(x,y)) <& VyVa:-P(x,y).
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Ollaan siis yleistetty negaation ja kvanttoreiden vaihtosddnndt: sisdkkaisid kvantto-
reita sisédltdvan viitelauseen negaatio saadaan vaihtamalla olemassaolokvanttorit

kaikkikvanttoreiksi ja pdinvastoin seké ottamalla avoimesta viitelauseesta negaatio.

Esimerkki 3.5. Selvitetddn esimerkin 3.3 lauseen ”jokaisella opiskelijalla on tietokone
tai kaveri, jolla on tietokone” negaatio. Merkitddn T'(x) = ”opiskelijalla x on
tietokone” ja K(x,y) = "opiskelijat « ja y ovat kavereita”, jolloin esimerkin 3.3

mukaan lauseen negaatio on molekyylilause
(Vo : T(z)V Ty : K(z,y) AT (y))).

Tamé on negaation ja kvanttoreiden vaihtosddntojen eli kohdan (3.3), De Morganin
lakien eli kohdan (2.3) ja kohdan (2.7) mukaan loogisesti yhtapitavi molekyyli-
lauseen

Ju - =T(x) A (Vy : K(x,y) — =T(y))

kanssa. Lauseen negaatio voidaan siis lukea ”jollakin opiskelijalla ei, eikd myoskéadan

hénen kavereillaan, ole tietokonetta”.

Selvitetdédn sitten esimerkin 3.3 toisen lauseen ”on olemassa opiskelija, jon-
ka kaverit eivit ole keskenéddn kavereita” negaatio. Esimerkin 3.3 mukaan se on

molekyylilause
~(FzVyVz : (K(z,y) A K(z,2) N7y # 27) = =K (y, 2)).

Tama taas on negaation ja kvanttoreiden vaihtosddntéjen, De Morganin lakien ja

kohdan (2.7) mukaan loogisesti yhtapitavi molekyylilauseen
Vedy3dz : K(z,y) NK(x,2) N7y # 27 NK(y, 2)

kanssa. Lauseen negaatio voidaan siis lukea ”jokaisella opiskelijalla on kavereita,

jotka ovat keskendin kavereita”.

Esimerkk: 3.6. Reaalifunktio f ei ole jatkuva pisteessé xg, jos molekyylilauseen

Ve>030 >0V : |z —xo| <= |f(x) — f(zo)| <e
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totuusarvo on epétosi. Negaation ja kvanttoreiden vaihtosdénnon eli kohdan (3.3)

sekd kohdan (2.7) mukaan tdmé on yhtépitavii sen kanssa, ettd molekyylilause
Je>0V0 >03x: |[x — x| <IN |f(x) — f(xo)] = €

on tosi. Oheinen kuva havainnollistaa epajatkuvuutta. Kuvan funktio ei ole jatkuva

20

2e

pisteessé xg, silld vaakasuora "putki” voidaan valita siten, ettd valittiin pystysuora
"putki” kuinka tahansa, niin sen rajaama funktion kuvaaja ei kokonaisuudessaa

sisdlly tummennettuun suorakaiteeseen.

4. TODISTAMISESTA

Middritelmd antaa kasitteelle tdsméllisen merkityksen. Matemaattisessa teks-
tissd médritelty késite on tapana korostaa kursiivilla. Vaikka lauselogiikan kan-
nalta madritelmén tarkoitus on tehdé kahdesta viitelauseesta yhtépitavét, niin

médritelmét on tapana antaa ehdollisina:

Maaritelma. Lukua kaksi suurempi luonnollinen luku on alkuluku, jos sité ei voida

esittdd kahden sitd aidosti pienemmén luonnollisen luvun tulona.

Tama kaytanto ei ole ristiriitainen, jos tulkitaan, ettd méaariteltyé kasitetta ei

ole olemassa ilman maarittelevad ominaisuutta.
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Matematiikassa lause (tai teoreema) on ei-ilmeinen toteamus, joka on osoitettu
todeksi aksioomia ja aikaisempia lauseita hyviksi kayttden. Todistus on paattely-
ketju, jolla lauseen totuusarvo voidaan péadttelysdiantojen avulla todentaa. Lause on
siten deduktiivisesti johdettavissa aksioomista, ts. lause on aksioomien looginen joh-
topadtos. Lauseita, joita ei pidetd niin merkittdving, kutsutaan usein propositioiksi
ja lauseita, joiden rooli on ldhinnd toimia térkedmpien lauseiden todistuksen apuna,
kutsutaan lemmoiksi. Lauseita, jotka saadaan helposti esimerkiksi yhdistamalla

kaksi aikaisempaa lausetta, voidaan kutsua myos seurauksiksi (tai korollaareiksi).

Lause voi vain todeta ominaisuuden, kuten seuraava lause tekee:

Lause. Alkulukuja on ddrettoman monta.

Tamé esimerkkilause on lause 5.10. Usein lauseet ovat kuitenkin ehdollisia
toteamuksia P — () kahden viitelauseen P ja @) valilla. Téssa viitelausetta P
sanotaan oletukseksi ja viitelausetta () vditteeksi. Seuraava esimerkkilause on lause
5.15.

Lause. Jos n > 3 on alkuluku, niin n on pariton.

Jos P(n) = "n > 3 on alkuluku” ja Q(n) = "n on pariton”, niin edellinen
lause voidaan yhtépitdvisti kirjoittaa muodossa Vn : P(n) — Q(n). Kiinnittdmalld
n saadaan ehdollinen toteamus oletuksen P(n) ja véitteen Q(n) vélille. Lauseen
todistamiseksi on siis pystyttiava loogisesti padttelemédn, etta viite on oletuksen
johtopéétos eli P(n) = @Q(n) milla tahansa luvun n valinnalla. Tapoja tdhén voi
olla useita. Lauseen véite on siten valttamaton seuraus oletuksista: véite on heti

voimassa kunhan vain lauseen oletukset pétevit, ilman mitédéan lisdoletuksia.

Vaikka lauseet voidaan kirjoittaa symbolisesti kdyttden hyvéksi vain predikaatti-
logiikkaa ja joukko-oppia, johon tutustutaan luvussa 6, niin usein luettavuuden
ja ymmarrettdvyyden kannalta ne on tapana esittda luonnollista kieltd hyvak-
si kiyttden. Sama pétee todistuksiin, joiden tarkoitus on loogisesti jarjestetyilld
arkikielisilla perusteluilla vakuuttaa lukija lauseen totuudesta. Tavoitteena on pyr-
kié niin selkedén esitykseen, ettéd lukija voisi halutessaan laajentaa todistuksen
formaaliksi symboliseksi loogiseksi péaéttelyksi — kappaleessa 3.2 esitettyyn tarkkuu-

teen ei ole tarkoituksenmukaista menné. Arkikielisten perusteluiden oikeellisuus
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on tyypillisesti helpompi tarkistaa kuin symbolisten ja usein todistukset pyritdan

kirjoittamaan niin, ettd ne myos jollain tapaa selittdvit miksi lause on totta.

Uusien lauseiden loytdminen ja niille todistusten keksiminen on matematiikan
tutkimuksen ydin. Maaritelméat, lauseet ja todistukset ovat myos olemassa olevan
matematiikan ja sen esittdmisen keskiossa. Lauseiden tehtévé on toimia hyodyllisind
"mustina laatikoina” ottaen sisédéin oletukset ja antaen ulos véitteen. Esimerkiksi
Pythagoraan lauseelle voidaan antaa mikd tahansa suorakulmainen kolmio ja se
kertoo kuinka tdméan kolmion kateettien ja hypotenuusan pituudet suhtautuvat
toisiinsa. Todistukset kirjoitetaan aina tiettyéd kohdeyleistd varten — aloitteleva
matemaatikko tarvinnee enemmén yksityiskohtia kuin pidemmaélle edennyt mate-

maatikko, joka jo tuntee useimmat tavallisimmat todistusmenetelmét.

Lauseisiin ja niiden todistuksiin liitetddn usein esteettisida méaaritteita. Niité
voidaan luonnehtia triviaaleiksi, vaikeiksi, syvallisiksi tai kauniiksi. Joskus todis-
tuksen 1oytédminen on kiinni uuden ndkokulman keksimisestéd. Esimerkiksi Pyt-
hagoraan lauseen todistus on suoraviivainen heti sen jélkeen kun hoksaa tehd&
pinta-alatarkasteluja. Seuraavan lauseen viite on helppo ymmaéartaéd, mutta sen

todistus on syvéllinen.

Lause (Fermat'n suuri lause). Josn > 3 on luonnollinen luku, niin ei ole olemassa

luonnollisia lukuja a, b ja c siten, ettd a™ + b = ™.

Fermat?? esitti viitteen kirjansa marginaalissa vuonna 1637. Se pysyi todista-
matta yli 350 vuotta, kunnes Wiles** onnistui seitsemin vuoden tyénteon jilkeen
16ytamaéan sille todistuksen vuonna 1995. Toteamuksia, joiden jostain syysté usko-
taan pitidvin paikkansa kutsutaan konjektuureiksi. Seuraava Goldbachin® vuonna
1742 esittdméa konjektuuri on yksi lukuteorian vanhimmista ja tunnetuimmista

avoimista ongelmista:

Konjektuuri (Goldbachin konjektuuri). Jos luonnollinen luku n > 4 on parillinen,

niin on olemassa alkuluvut p ja q siten, ettd p+ q = n.

ZPierre de Fermat (1601-1665)
24Andrew Wiles (1953 )
Z5Christian Goldbach (1690-1764)
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Lauseen 5.15 mukaan lukua kaksi lukuun ottamatta kaikki alkuluvut ovat parit-
tomia ja lauseen 4.2 kohdan (2) nojalla kahden parittoman kokonaisluvun summa
on parillinen. Nain ollen oletus parillisuudesta on valttaméaton. Konjektuurille ei
ole vield 16ydetty todistusta. Laskennallisesti on tarkistettu, ettd se pitédéd paikkansa
kaikilla luonnollisilla luvuilla n < 4 - 10'®. Helfgott?® esitteli vuonna 2013 todistuk-
sen Goldbachin heikolle konjektuurille, joka véittad, ettd parittomille luonnollisille
luvuille n > 7 on olemassa alkuluvut p, g ja r siten, ettd p + g +r = n. Jos Gold-
bachin konjektuuri olisi totta, niin heikko konjektuuri seuraisi siité triviaalisti: jos

n — 3 on kahden alkuluvun summa, niin n on kolmen alkuluvun summa.

4.1. Suora todistus. Suora todistus on
PAN(P—-Q) = Q.

Paattelylause todettiin kohdassa (2.13) tautologiaksi, joten pééttely on suorassa
todistuksessa looginen. Suorassa todistuksessa siis oletetaan, ettd P on voimassa,
ja sen jalkeen yritetddn oletuksen avulla loogisesti paatelléd, etta viite ¢ on ole-
tuksen P johtopadtos. Jos téssd onnistutaan, niin myos viite () pitda paikkansa.
Padpiirteissdan lauseen P — @) todistaminen suoralla todistuksella ndyttad aina

seuraavalta:

Lause. Jos P, niuin Q.

Todistus. Oletetaan, ettd P pitdéd paikkansa.

Néin ollen my6s () on voimassa. U

Kolmen pisteen tilalle yll& kirjataan péaattelyketju, jossa mééritelmia ja tunnettuja
lauseita hyviksi kayttden saadaan oletuksesta P loogisesti pédteltyd viite Q.
Tapana on, ettéd todistuksen loppumista merkitdan symbolilla [J. Vanhemmista
teksteistd saattaa myos 10ytda samaan tarkoitukseen kdytetyn lyhenteen QED (ts.
quod erat demonstrandum) tai MOT (ts. miké oli todistettava). Todistus, joka

esitettiin Pythagoraan lauseelle luvussa 1 on suora todistus. Kdydéén seuraavaksi

26Harald Andrés Helfgott (1977 )

Luentovideo 8
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lapi lisdd esimerkkejé suorista todistuksista. Kerrataan sitd varten kuitenkin ensin

tuttujen késitteiden méaritelmia seké késitteisiin liittyvid ominaisuuksia.

Luonnolliset luvut ovat 1,2,3,.... Oletuksena siis on, ettd 1 on luonnollinen
luku ja etté jokaisella luonnollisella luvulla on seuraaja, joka my6s on luonnollinen
luku mutta ei ole 1 eikd mink&d&n muun luonnollisen luvun seuraaja. Liséksi
pidetddn tunnettuna, ettd luonnollisten lukujen yhteen- ja kertolaskut ovat edelleen
luonnollisia lukuja ja ettd milld tahansa kokoelmalla luonnollisia lukuja on olemassa

pienin alkio luonnollisten lukujen jérjestyksen mielessé.

Lukumdadrdluvut ovat 0,1,2,3,... ja kokonaisluvut ovat ..., —2,—1,0,1,2,....
Lukumé&araluvut siis saadaan luonnollisista luvuista lisédmaélld niihin luku 0 ja
kokonaisluvut lisdamaélla lukuméaralukuihin jokaisen luonnollisen luvun vastaluku.
Kahden kokonaisluvun erotus, joka siis méaéritelldén vastaluvun avulla summana, on
siten aina kokonaisluku. Rationaaliluvut ovat muotoa *, misséd m on kokonaisluku
ja n on luonnollinen luku. Nollasta eroavilla rationaaliluvuilla on siis olemassa ra-
tionaalinen ka#nteisluku. Rationaalilukujen jakolaskussa jaettava kerrotaan jakajan
kaanteisluvulla ja tulos on aina rationaaliluku. Reaaliluvut ajatellaan yksinker-
taisuuden vuoksi lukusuoran pisteiksi. Reaalilukuja, jotka eivét ole rationaalisia

kutsutaan irrationaaliluvuiksi.

Tarkastellaan esimerkinomaisesti kokonaislukujen parillisuutta ja parittomuutta.
Painotetaan vield, ettd tavoitteena on esitelld todistustekniikoita ja matemaattisen
teorian kehittdmistd — ei niinkédén tuloksia, joista varsinkin ensimméiset ovat trivi-
aaleja. Sanotaan, ettd kokonaisluku n on parillinen, jos on olemassa kokonaisluku k
siten, ettd n = 2k. Vastaavasti sanotaan, ettd n on pariton, jos n = 2k + 1 jollakin
kokonaisluvulla k. Tavoitteena on siis ymmaértda mitd ndméa méaéritelmét tarkkaan
ottaen tarkoittavat ja minkilaisia ominaisuuksia parillisilla ja parittomilla luvuilla
on. Miké on esimerkiksi n:n ensimmaéisen parittoman luonnollisen luvun summa?
Onko n? pariton aina kun n on pariton? Huomataan, etté todistukseksi ei riita

laskea neliditd mistadn ddrellisestd médrasta parittomia lukuja:

n\13 5 7 9 11 13 --- 21 --- 101
n2\1 9 25 49 81 121 169 --- 441 -.- 10201
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Tamén tyyppisia paattelyita tehdddan kuitenkin paljon muissa tieteissd. Esimerkiksi
jos tuhannesta suomalaisesta on tiettyd mieltd 600, niin tastd usein vedetdan

johtop#étos, ettéd jollakin virhemarginaalilla 60 % suomalaisista on tétd mielté.

Lause 4.1. (1) Jos kokonaisluku n on parillinen, niin —n on parillinen.

(2) Jos kokonaisluku n on pariton, niin —n on pariton.

Todistus. Osoitetaan kohta (2) ja jatetddn kohta (1) harjoitustehtévéksi. Jos P(n) =
"n on pariton” ja Q(n) = ”—n on pariton”, niin lause voidaan yhtapitavasti
kirjoittaa muodossa Vn : P(n) — Q(n). Kiinnittdmé&lld n péastdan tekeméén
suora todistus. Olkoon siis n siten, ettd P(n) pitdéd paikkansa, ts. n on pariton
kokonaisluku. Téalloin méaritelmén mukaan on olemassa kokonaisluku & siten, etté
n = 2k+1. Koska —n voidaan nyt kirjoittaa muodossa —n = —(2k+1) = —2k—1 =
2(—k—1)+1=2]+1, missd | = —k — 1 on kokonaisluku, niin mééritelmén nojalla

myOs —n on pariton, ts. Q(n) on voimassa. O

Lause 4.2. (1) Kahden parillisen kokonaisluvun summa on parillinen.
(2) Kahden parittoman kokonaisluvun summa on parillinen.

(3) Parillisen ja parittoman kokonaisluvun summa on pariton.

Todistus. Osoitetaan kohta (3) ja jitetadn kohdat (1) ja (2) harjoitustehtaviksi.
Jos P(m,n) = ”m on parillinen ja n on pariton” ja Q(m,n) = ”m + n on pariton”,
niin lause voidaan yhtapitévésti kirjoittaa muodossa Ym,n : P(m,n) — Q(m,n).
Kiinnittamalla m ja n péddstdin tekeméddn suora todistus. Olkoot siis m ja n siten,
ettd P(m,n) pitda paikkansa, ts. m on parillinen kokonaisluku ja n on pariton
kokonaisluku. Téll6in mééritelmén mukaan on olemassa kokonaisluvut k ja [ siten,
ettd m = 2k ja n = 20 + 1. Koska summa m + n voidaan nyt kirjoittaa muodossa
m+n =2k+(2l+1) = 2(k+1)+ 1, missd k+ [ on kokonaisluku, niin mééritelmien

nojalla m + n on pariton, ts. Q(m,n) on voimassa. U

Seuraus 4.3. (1) Kahden parillisen kokonaisluvun erotus on parillinen.
(2) Kahden parittoman kokonaisluvun erotus on parillinen.

(3) Parillisen ja parittoman kokonaisluvun erotus on pariton.

Todistus. Koska m —n = m + (—n) kaikilla kokonaisluvuilla m ja n, niin lauseen

vaitteet seuraavat suoraan soveltamalla lausetta 4.1 lauseessa 4.2. O
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Lause 4.4. (1) Kahden parillisen kokonaisluvun tulo on parillinen.
(2) Kahden parittoman kokonaisluvun tulo on pariton.

(8) Parillisen ja parittoman kokonaisluvun tulo on parillinen.

Todistus. Osoitetaan kohta (3) ja jatetaan kohdat (1) ja (2) harjoitustehtéavéksi.
Jos P(m,n) = "m on parillinen ja n on pariton” ja Q(m,n) = "mn on parillinen”,
niin lause voidaan yhtapitdvisti kirjoittaa muodossa VYm,n : P(m,n) — Q(m,n).
Kiinnittamalla m ja n péddstdin tekeméddn suora todistus. Olkoot siis m ja n siten,
ettd P(m,n) pitdd paikkansa, ts. m on parillinen kokonaisluku ja n on pariton
kokonaisluku. T&ll6in mééritelmén mukaan on olemassa kokonaisluvut & ja [ siten,
ettai m = 2k jan = 20 + 1. Koska tulo mn voidaan nyt kirjoittaa muodossa
mn = 2k(20 + 1) = 4kl + 2k = 2(2kl + k), missé 2kl 4+ k on kokonaisluku, niin

méiritelméin nojalla mn on parillinen, ts. Q(m,n) on voimassa. O

Seuraava lause antaa positiivisen vastauksen edelld esitettyyn kysymykseen onko

n? pariton aina kun n on pariton.

Seuraus 4.5. (1) Parillisen kokonaisluvun nelié on parillinen.

(2) Parittoman kokonaisluvun nelié on pariton.

Todistus. Lauseen véitteet seuraavat suoraan lauseen 4.4 kohdista (1) ja (2). O

4.2. Induktiotodistus. Luonnollisiin lukuihin liittyvid, muotoa ¥n : Q(n) olevia

lauseita voidaan todistaa induktiotodistuksella:

Q) A (VE:Q(k) = Q(k+1))

Todistuksessa on kolme vaihetta: Ensin alkuaskeleessa osoitetaan, ettéd viitelause

= Vn:Q(n).

Q(1) on tosi. Tadmén jilkeen tehddéan induktio-oletus eli kiinnitetdén luonnolli-
nen luku £ ja oletetaan, ettd (k) pitda paikkansa. Jos induktio-oletuksen avulla
onnistutaan loogisesti péaétteleméain induktiovdite Q(k + 1), niin induktioperiaat-
teen mukaan ()(n) on voimassa jokaisella luonnollisella luvulla n. Askelta induktio-
oletuksesta induktiovéitteeseen kutsutaan induktioaskeleeksi. Paapiirteissaéin lauseen

Vn : Q(n) todistaminen induktiotodistuksella ndyttdé aina seuraavalta:

Lause. Jos n on luonnollinen luku, niin Q(n).


https://www.youtube.com/watch?v=LrJkp5TJTQY
https://www.youtube.com/watch?v=LrJkp5TJTQY
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Todistus. Todetaan, ettd (1) on tosi. Kiinnitetdén luonnollinen luku k ja oletetaan,
ettd Q(k) pitaa paikkansa.

Néin ollen myds Q(k + 1) on voimassa. Siispa @(n) patee kaikilla n. O

Kolmen pisteen tilalle ylld kirjataan paéttelyketju, jossa induktio-oletusta Q(k),
tunnettuja lauseita ja loogista pédttelyd hyviksi kdyttden saadaan osoitettua
induktioviite Q(k + 1).

Ajatus induktioperiaatteessa on seuraava: Koska (1) pitda paikkansa, niin in-
duktioaskel takaa sen, ettd myos (2) on voimassa. Koska nyt ()(2) pitdd paikkansa,
niin induktioaskeleeseen toistamiseen vedoten nédhdéén, ettd myos Q(3) on voimas-
sa. Nain jatkamalla saadaan induktioperiaatteen mukaan kaikki luonnolliset luvut
kéytya lapi. Induktiotodistusta voidaan havainnollistaa helposti dominonappuloi-

den avulla: Asetetaan #irettoméan monta dominonappulaa?’ pystyyn vieri viereen.

e

itz

=

Kaatamalla ensimmaéinen saadaan ketjureaktiona kaadettua kaikki muutkin.

Induktioperiaate, ts. se, ettd padttely on induktiotodistuksessa looginen, on itse
asiassa seuraus luonnollisten lukujen ominaisuudesta, jonka mukaan milla tahansa
kokoelmalla luonnollisia lukuja on olemassa pienin alkio. Tarkastellaan kokoelmaa

luonnollisia lukuja n, joille Q(n) ei pade. Jos ng on tdhin kokoelmaan liittyva

27Oheinen kuva on muokattu Marc Wibrow’n alkuperiisestd (©)2014, CC BY 2.5).
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pienin alkio, niin taytyy olla ng > 2 silld Q(1) osoitettiin alkuaskeleessa todeksi.
Nain ollen ng — 1 on edelleen luonnollinen luku ja koska ny on pienin alkio, jolle
Q(n) ei pade, niin viitteen Q(ng — 1) taytyy pated. Mutta koska induktioaskeleen
mukaan téstd seuraa se, ettd viite Q(ng) pitdd paikkansa, niin téllaista luonnollista
lukua ng ei ole olemassa eikd siten myoskéén luonnollisia lukuja n, joille Q(n) ei

pade. Siispa viitteen Q(n) tdytyy pated kaikilla luonnollisilla luvuilla n.

Induktioperiaate mahdollistaa késitteiden madrittelemisen rekursiivisesti. Ole-
tetaan, ettd késitteelle K (1) on annettu arvo ja jos k € N, niin mé#aritellddn
késitteelle K (k + 1) arvo késitteen K (k) arvon avulla. Késite K (n) tulee néin
médriteltyd induktioperiaatteen nojalla yksikésitteisesti kaikille n € N. Esimerkiksi
luonnollisen luvun n kertoma n! méaritelladn asettamalla 1! = 1 ja rekursiivises-
ti (k+ 1)! = k!'- (k + 1) kaikille £ € N. T&lloin esimerkiksi 2! = 1.2 = 1.2
3=2-3=1-2-3jal0l=1-2-3---9-10.

Sanotaan, etté aritmeettinen sarja on &érellisen monen aritmeettisesti kasvavan

luvun summa. Lukujono kasvaa aritmeettisesti, jos kahden perdkkéisen luvun erotus

on vakio.

Lause 4.6 (Aritmeettisen sarjan summakaava). Jos n on luonnollinen luku, niin

1
1+2+3+~-+n:§@§—2

Todistus. Merkitdan
Qn)="1+2+3+--+n=3n(n+1)

ja osoitetaan induktiotodistuksella, ettd Q(n) pétee kaikilla luonnollisilla luvuilla n.
Koska véitelauseen (1) = "1 =1-1-(1+1)” totuusarvo on tosi, niin alkuaskel on
voimassa. Tehddan induktio-oletus eli kiinnitetdéan luonnollinen luku & ja oletetaan,
ettd Q(k) on voimassa. Télloin siis pétee
k(k+1
1+2+3+~-+k:—L3—l
Induktiovaitteend on osoittaa, ettd viitelause

Qk+1)="14243+ - +k+(k+1)=3(k+1)(k+2)
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on totuusarvoltaan tosi. Soveltamalla induktio-oletusta induktiovéitteessd Q(k + 1)

esiintyvan yhtalon vasempaan puoleen ndhdééan, ettéa

1+2+3+--~+k+(/<:+1):WHMFU
_ k(1) +2(k+1)  (k+1)(k+2)
2 2 '

Néin ollen Q(k+1) on voimassa. Induktioperiaatteen mukaan ()(n) on siis voimassa

kaikilla luonnollisilla luvuilla 7. O

Esimerkk: 4.7. Tarinan mukaan ala-asteen opettaja antoi huonosti kayttayty-
neelle Gaussille®® tehtéviksi laskea luvut 1,...,100 yhteen. Opettajan himmis-
tykseksi nuori Gauss sai oikean vastauksen selville hetkessé. Aritmeettisen sarjan
summakaavaan eli lauseeseen 4.6 nojaten tiedetdin, ettd vastaus on

100 - 101
1+2+3+---+100=T:5050.

Gaussin menetelméa oli oletettavasti huomata, etta listaamalla luvut numerojér-
jestykseen seké laskemalla alkupéaésta lukien n:s ja loppupaésta lukien n:s luku
yhteen antaa aina vastaukseksi 101. Esimerkiksi 1 4+ 100 = 101, 2 + 99 = 101
ja 10 + 91 = 101. Listassa tallaisia lukupareja on 50 kappaletta, joten lukujen
summaksi saadaan (1+100)+(2+99)+ (3+98)+-- -+ (50+51) = 50-101 = 5050.

Jotta listan kaikista luvuista saadaan muodostettua parit em. tavalla, niin
lukuja pitdaéa olla parillinen méaara. Jos tehtavéané olisi esimerkiksi ollut laskea
luvut 1,...,99 yhteen, niin t&ll6in 50 on listan keskimmaéinen luku eiké sille ole
paria. Muista luvuista voidaan kuitenkin muodostaa 49 paria, joiden luvut yhteen
laskemalla saadaan 100. Néin ollen 1+2+3+--- 499 = 50+ (14 99) + (24 98) +
(3+97)+---+ (494 51) = 50 + 49 - 100 = 4 950.

Seuraava lause antaa vastauksen aikaisemmin esitettyyn kysymykseen miké on

n:n ensimmaéisen parittoman luonnollisen luvun summa.
Lause 4.8. Jos n on luonnollinen luku, niin
1+3+5+--+(2n—1)=n>

ZJohann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
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Todistus. Merkitdan
Q(n)= "1+3+5+---+2n—1) =n*

ja osoitetaan induktiotodistuksella, ettd Q(n) pétee kaikilla luonnollisilla luvuilla n.
Koska viitelauseen Q(1) = 71 = 1?” totuusarvo on tosi, niin alkuaskel on voimassa.
Tehdddn induktio-oletus eli kiinnitetdén luonnollinen luku & ja oletetaan, ettd Q(k)

on voimassa. Talloin siis pétee
143454+ (2k—1)=Fk"
Induktiovaitteens on osoittaa, etté viitelause
Qk+1)="14+3+5+-+2k—1)+2k+1)=(k+1)*

on totuusarvoltaan tosi. Soveltamalla induktio-oletusta induktiovéitteessa Q(k + 1)

esiintyvén yhtélon vasempaan puoleen ndhdéaén, etté
1+34+5+-+2k—1)+k+1) =k +2k+1)=(k+1)%

Niin ollen Q(k+1) on voimassa. Induktioperiaatteen mukaan ()(n) on siis voimassa

kaikilla luonnollisilla luvuilla n. O

Esimerkki 4.9. Lauseen 4.8 viitettd voidaan havainnollistaa geometrisesti kuten

oheisessa kuvassa. Esimerkiksi vasemman alakulman 3 x 3-ruudukon pinta-ala on

32 = 9 yksikkod ja se on 5 yksikkdd suurempi kuin 2 x 2-ruudukon pinta-ala 22 = 4.
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Todistetaan lause 4.8 esimerkin vuoksi vield suoralla todistuksella kayttden
hyviksi aritmeettisen sarjan summakaavaa eli lausetta 4.6. Olkoon n luonnollinen

luku. Télloin lauseen 4.6 nojalla ndhdaén suoraan, etta

14+34+5+--+2n—-1=2-1-1D)+2-2—1)+---+(2n—-1)
=(2-142-2+2-3+---+2n)—n
=2(14+2+34---4+n)—n
n(n+1) 2

:2—— =
9 n n

Sanotaan, ettd geometrinen sarja on direllisen monen geometrisesti kasvavan

luvun summa. Lukujono kasvaa geometrisesti, jos kahden perdkkéisen luvun osa-
médra on vakio.

Lause 4.10 (Geometrisen sarjan summakaava). Jos n on luonnollinen luku ja

A # 1 on reaaliluku, niin

1-A"

LA+ A 4 A =
FAFN 4t -

Todistus. Merkitdan
Q(n) = T+ A+ N+ N = (I=X"/(1=X\)"

ja osoitetaan induktiotodistuksella, ettd Q(n) pétee kaikilla luonnollisilla luvuilla

n. Koska viitelauseen Q(1) = 71 = (1 — \)/(1 — \)” totuusarvo on tosi, niin
alkuaskel on voimassa. Tehdadn induktio-oletus eli kiinnitetdén luonnollinen luku
k ja oletetaan, ettd (k) pitdd paikkansa. T&lloin siis pétee
1—M\F
LA+ N4 M=
1—A
Induktiovéitteend on osoittaa, etta viitelause

Qk+1)= "1+ A+ A+ + X1 2 = (1= A /(1 - N)
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on totuusarvoltaan tosi. Soveltamalla induktio-oletusta induktiovéitteessd Q(k + 1)

esiintyvan yhtalon vasempaan puoleen ndhdééan, ettéa

1k
1+A+A2+---+A’“+A’“—11_);\ + A

LN AR =) 1 AR

- 1—A 1=

Néin ollen Q(k+ 1) on voimassa. Induktioperiaatteen mukaan Q(n) on siis voimassa

kaikilla luonnollisilla luvuilla n. O

Esimerkki 4.11. Todistetaan lause 4.10 esimerkin vuoksi vielad suoralla todistuksella:

Olkoon n luonnollinen luku ja A # 1. Koska
(1T=NT+ X+ 4+ A"
=(T4HXAFX 4+ A = AL+ A+ AN
e e I i N 0 1 =D G EPRRIEED Lt R U
=1-\",
niin viite seuraa jakamalla luvulla 1 — A.

Esimerkki 4.12. Tarinan mukaan intialainen hallitsija kysyi shakkipelin keksijéalta
mitéd hén halusi pelin kehittdmisestéd palkkiokseen. Keksija pyysi ainoastaan niin
monta vehnén jyvaa kuin saadaan koko shakkilaudalta, kun jyviéd asetetaan sen
ensimmadiselle ruudulle yksi, toiselle ruudulle kaksi, kolmannelle nelji, neljannelle
kahdeksan ja néin jatkamalla jokaiselle ruudulle kaksi kertaa niin monta kuin
edelliselle ruudulle. Hallitsija hdmmaéstyi keksijan vaatimatonta pyyntod ja suostui

sithen. Kannattiko pyyntoon suostua?

Shakkilauta on 8 x 8 ruudukko, joten ruutuja laudalla on yhteenséd 64 kappaletta.
Néin ollen geometrisen sarjan summakaavan eli lauseen 4.10 mukaan vehnén jyvié

tarvittiin o
1—-2 _ gft _

1-2
204 ~ 18,4 - 10'8, niin jyvien kokonaislukuméird on yli 18

142422423 4... 428 = 1

kappaletta. Koska
triljoonaa. Vehnédn jyvén massa on tyypillisesti noin 65 milligrammaa. Palkkio
vastaa noin 18,4-10'%.65 mg = 1196-10'® mg = 1196-10° tn eli noin 1196 miljardia

tonnia vehnédé. Vertailun vuoksi voidaan todeta, ettéd koko maailman vuotuinen
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vehnésato 2010-luvulla oli keskimé&&rin noin 725 miljoonaa tonnia. Palkkio vastaa

siis noin 1650-kertaisesti koko maailman vuotuista vehnasatoa.

Useamman samankaltaisen termin yhteenlaskua merkitdan lyhyemmin merkin
> avulla. Jos esimerkiksi m ja n ovat kokonaislukuja siten, ettd m < n, ja

Gy Gty - - - 5 G OVat reaalilukuja, niin

Zai:am+am+l+"'+an-

Geometrisen sarjan summakaava eli lause 4.10 voidaan télléin, annetulle luonnolli-
selle luvulle n ja reaaliluvulle A # 1, esittdd muodossa
1=

=0

1
27

Y27 =2(1—27") on sitd ldhempénd lukua 2 mitd suuremmaksi n valitaan.

Adrettomia summia voidaan esittda vastaavasti. Jos A\ = 2, niin nayttiisi, etti

Vaikuttaisi siis siltd, ettd > >~ 27" = 2. Huomataan kuitenkin, ettd déretén summa
el vélttamitta ole olemassa, silld esimerkiksi luvun n kasvaessa summa y ., (—1)"*!
saa vuoron perddn arvoja 1 ja 0 seké lauseen 4.8 mukaan summa » . 2i — 1 = n?

kasvaa rajatta.

Olkoon p > 2 luonnollinen luku. Jos ei ole olemassa luonnollisia lukuja m ja
n siten, ettd 2 < m,n < p — 1 ja mn = p, niin sanotaan, ettd p on alkuluku.
Huomataan, ettd pienin alkuluku on 2. Luonnollisella luvulla n on alkulukuesitys,
jos se voidaan esittda alkulukujen tulona, ts. on olemassa luonnollinen luku £ ja
alkuluvut pq, ..., ps siten, ettd n = py - - - pp. Lukuja pq,. .., pr kutsutaan luvun n

alkulukutekijoiksi. Jokaisella alkuluvulla on triviaalisti alkulukuesitys.

Lause 4.13 (Aritmetiikan peruslause). Jos n on luonnollinen luku siten, ettd

n = 2, nun luvulla n on alkulukuesitys.

Todistus. Merkitaan
Q(n) = "luonnollisilla luvuilla 2;...,n + 1 on alkulukuesitys”

ja osoitetaan induktiotodistuksella, ettd Q(n) pétee kaikilla luonnollisilla luvuilla

n. Koska 2 on alkuluku, niin véitelauseen (1) = ”luonnollisella luvulla 2 on
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alkulukuesitys” totuusarvo on tosi ja alkuaskel on voimassa. Tehddéan induktio-
oletus eli kiinnitetdén luonnollinen luku k ja oletetaan, ettd Q(k) pitdé paikkansa.
Talloin siis luonnollisilla luvuilla 2, ...,k + 1 on alkulukuesitys. Induktioviitteend

on osoittaa, ettd vaitelause
Q(k + 1) = luonnollisilla luvuilla 2,... &k + 1,k + 2 on alkulukuesitys”

on totuusarvoltaan tosi. Koska induktio-oletuksen mukaan luvuilla 2,...,k+ 1 on
alkulukuesitys, niin induktiovaitteen todistamiseksi riittaéa osoittaa, ettd luvulla
k + 2 on alkulukuesitys. Jos k + 2 on alkuluku, niin néin on triviaalisti. Voidaan
siis olettaa, ettd k + 2 ei ole alkuluku. Alkuluvun méaritelman mukaan on siis
olemassa luonnolliset luvut m ja [ siten, ettd 2 < m,l < k+1 jaml = k+ 2. Koska
induktio-oletuksen nojalla luvuilla m ja [ on alkulukuesitykset, niin k& + 2 = ml
on néiden esitysten tulona alkulukujen tulo. Néin ollen Q(k 4+ 1) on voimassa ja

induktioperiaatteen mukaan ()(n) on voimassa kaikilla luonnollisilla luvuilla n. O

Aritmetiikan peruslause pétee vield vahvemmassa muodossa. Voidaan nimittdin
osoittaa, ettd luonnollisen luvun alkulukuesitys on yksikésitteinen. Sivuutetaan
tdmén todistaminen, mutta todetaan, ettd védite on mielenkiintoinen: kuinka
saadaan tuloja auki laskematta osoitettua, ettd esimerkiksi alkulukujen tulot
25013 - 2000003 ja 50021 - 1000099 ovat eri luku? Alkulukuesityksen yksiké-
sitteisyys on my0s syy miksi lukua 1 ei hyvaksyta alkuluvuksi: jos se olisi alkuluku,

niin 1-2 ja 1-1-2 olisivat molemmat luvun 2 alkulukuesityksia.

5. LISAA TODISTAMISESTA

Kohdan (2.10) nojalla

@ﬁ—&. (PVR)—-Q & (P—=>Q AN (R—=Q).
-‘}.’:: ;@F Néiin ollen ehdollinen toteamus (P V R) — @ on loogisesti yhtapitava lauseen
.-ﬁ:T ﬂrﬁ (P — Q) A (R — Q) kanssa ja siten muotoa (P V R) — @ oleva lause todistetaan
*ﬂ =2+ osoittamalla ehdolliset toteamukset P — @ ja R — () todeksi. Vaikka lauseen
oletus ei olisi muotoa P V R, niin todistamisen kannalta saattaa olla valttama-
tonté jakaa tarkastelu kahteen tai useampaan tapaukseen. Tarkastellaan téllaista

tilannetta yksinkertaisen esimerkin avulla. Positiivisen ja negatiivisen luvun tulon


https://www.youtube.com/watch?v=WV3LHgFDJ3Y
https://www.youtube.com/watch?v=WV3LHgFDJ3Y
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on negatiivinen sekd kahden negatiivisen luvun tulo on positiivinen. Néin ollen
seuraavan lauseen todistuksessa on syytéd tarkastella positiiviset ja negatiiviset

reaaliluvut erikseen.

Lause 5.1. Jos x on reaaliluku, niin 2 > 0.

Todistus. Jos P(x) ="z > 07, niin lause voidaan yhtépitévésti kirjoittaa muodossa
V. P(x)V-P(z) = P(x?
ehdollista toteamusta, P(z) — P(x?) ja =P (z) — P(x?).

). Kiinnittamalld z ndhddén, ettd osoitettavana on kaksi

Olkoon siis x reaaliluku siten, ettd P(z) pitda paikkansa, ts. x > 0. Talloin
selviisti 22 > 0 eli P(z?) on voimassa. Oletetaan sitten, ettd x toteuttaa viitelau-
seen = P(x), ts. z < 0. Koska z? = (—x)(—z) on kahden positiivisen luvun tulo,
niin 22 > 0 eli P(z?) on jélleen voimassa. Molemmat ehdolliset toteamukset ovat

siis voimassa ja siten itse lausekin on voimassa. U

Kohdan (2.2) nojalla
P&@Q & (P=Q)ANQ—P).

Néin ollen ehdollinen toteamus P <> () on loogisesti yhtépitiava lauseen (P —
Q) N (Q — P) kanssa ja siten muotoa P <> ) oleva lause todistetaan osoittamalla
ehdolliset toteamukset P — @) ja () — P todeksi. Tarkastellaan téllaista tilannetta
esimerkin avulla. Seurauksen 4.5 kohdan (2) nojalla tiedetéén, etté jos kokonaisluku

2 on pariton. Esimerkkeji auki laskien néyttéisi, etti

7 on pariton, niin myos n
jos n? on pariton, niin myos n on pariton. Vaikuttaa siis silti, ettéi ehdot olisivat

yhtapitavat. Esitetddn tdméa konjektuurina:

Konjektuuri 5.2. (1) Kokonaisluku on parillinen tismdlleen silloin, kun sen nelio
on parillinen.

(2) Kokonaisluku on pariton tismdlleen silloin, kun sen nelié on pariton.

Konjektuurissa esitelldéin kokonaisluvun parillisuudelle ja parittomuudelle yhtéapi-
tavit ehdot. Konjektuurin todistamiseksi pitéa siis osoittaa implikaatiot molempiin
suuntiin. Seurauksen 4.5 mukaan toinen implikaatio jo tunnetaan, mutta kuinka
toisen suunnan ehdollinen toteamus todistetaan? Jos kokonaisluvun n nelié n? on

pariton, niin halutaan paétella, ettd myos n on pariton. Suorassa todistuksessa
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ldhdettiisiin liikkeelle oletuksesta: Koska n? on pariton ja lauseen 5.1 mukaan
positiivinen, niin on olemassa lukuméiriluku £ siten, ettd n? = 2k + 1. Nahdéin
siis, ettd n = 2k + 1. Kuinka tésté voidaan padtelld, ettd n = 21 + 1 jollakin
kokonaisluvulla [7 Pitadko konjektuuri edes paikkansa? Tamaé selvidd seurauksessa
5.14.

Joskus yhtapitavia ehtoja on useampi. Ne on tapana esittdd kootusti kuten

seuraavassa esimerkkilauseessa:

Lause 5.3. Jos n on kokonaisluku, niin seuraavat ehdot ovat keskenddn yhtdapitivdt:

(1) n on pariton,
(2) n+ 1 on parillinen,
(3) 3(n+1) on kokonaisluku.

Todistus. Jatetdan lauseessa esiintyvien véitelauseiden tésméllinen selvittdminen
harjoitustehtédviksi. Osoitetaan ensin, ettd kohdasta (1) seuraa kohta (2). Oletetaan
siis, ettd n on pariton. T&lloin on olemassa kokonaisluku k siten, ettd n = 2k + 1.
Néin ollen n +1 = (2k + 1) + 1 = 2(k + 1) on parillinen. Osoitetaan sitten,
ettd kohdasta (2) seuraa kohta (3). Koska n + 1 on parillinen, niin on olemassa
kokonaisluku [ siten, ettd n + 1 = 2[. Niin ollen {(n +1) = 1.2/ = on
kokonaisluku. Osoitetaan lopuksi, etté kohdasta (3) seuraa kohta (1). Koska £ (n+1)
on kokonaisluku, niin merkitsemélld m = $(n 4 1) ndhdéén, ettd n + 1 = 2m eli

n=2m—1=2(m— 1)+ 1. Néin ollen n on pariton. O

Edellinen lause todistettiin osoittamalla lauseessa esitetyille kohdille implikaatio-
ketju (1) = (2) = (3) = (1). Tama4 riittd4 osoittamaan kaikki ehdot kesken#én
yhtéapitaviksi: esimerkiksi (1) < (3), silld (1) = (2) = (3) ja (3) = (1).

Vaikka muotoa Vz : P(z) — Q(x) olevissa lauseissa muutaman esimerkkitilanteen
varmistaminen ei riitd todistukseksi, niin usein lauseet ja niiden todistusten ideat
16ytyvit tekemélld ddrellinen madra havaintoja. Tarkastellaan esimerkkitilannetta,
jossa jostain syystéd halutaan tarkemmin ymmértid muotoa 14 (—1)"(2n—1) olevia

lukuja. Kaydaén lapi kymmenen ensimméistéa luonnollista lukua n:

n \12345678910
1+(—1)”(2n—1)\0 4 —4 8 —8 12 —12 16 —16 20
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Laskettujen havaintojen valossa nayttiisi, ettd luku 1 + (—1)"(2n — 1) on luvun
4 monikerta, ts. se on muotoa 4k, missa k£ on jokin kokonaisluku. Voisiko tdmé
pated yleisesti? Havainnot eivit tietenkéin vield todista viitettd, mutta kuten
konjektuurin 5.2 tapauksessa, ne antavat motivaation tarkastella esitettyé véitetta.
Voidaan myo6s kysyé toisin péin: onko jokainen luvun 4 monikerta esitettiavissa
muodossa 1 + (—1)"(2n — 1), missé n on jokin luonnollinen luku? Seuraava lause

antaa molempiin kysymyksiin positiivisen vastauksen.

Lause 5.4. Kokonaisluku k on luvun 4 monikerta tismdlleen silloin, kun on

olemassa luonnollinen luku n siten, ettd k =1+ (—1)"(2n — 1).

Todistus. On siis osoitettava seuraavat kaksi lausetta:

(1) Jokaiselle luonnolliselle luvulle n on olemassa kokonaisluku k siten, etté
1+ (=1)"(2n —1) = 4k.

(2) Jokaiselle kokonaisluvulle £ on olemassa luonnollinen luku n siten, etta
1+ (=1)"(2n — 1) = 4k.

Jatetddn lauseissa esiintyvien véitelauseiden tdsmaéllinen selvittédminen harjoitus-
tehtaviksi. Osoitetaan ensin kohta (1). Olkoon siis n luonnollinen luku. Lauseen
5.11 mukaan n on joko parillinen tai pariton. Oletetaan ensin, ettd n on parillinen.
Talloin on olemassa kokonaisluku & siten, ettd n = 2k. Lisdksi (—1)" = 1. Néin ollen
1+(—1)"(2n—1) = 14(2(2k) —1) = 4k on luvun 4 monikerta. Oletetaan sitten, etta
n on pariton, jolloin (—1)” = —1 ja on olemassa kokonaisluku k siten, ettd n = 2k+-1.
Néin ollen téssikin tapauksessa 1 4+ (—1)"(2n —1) =1— (2(2k + 1) — 1) = 4(—k)

on luvun 4 monikerta.

Osoitetaan sitten kohta (2). Olkoon k kokonaisluku, jolloin on kolme vaihtoehtoa:
k =0, k on luonnollinen luku tai £ on negatiivinen kokonaisluku. Jos k£ = 0, niin
valitsemalla n = 1 ndhdaén, ettd (=1)" = —1ljal+ (-1)"2n—-1)=1-(2-1) =
0 = 4-0. Jos taas k on luonnollinen luku, niin valitsemalla n = 2k néhdéaén, ettd n on
parillinen luonnollinen luku, (—1)" =1ja 14+ (—1)"(2n—1) = 1+ (2(2k) — 1) = 4k.
Lopuksi, jos k& on negatiivinen kokonaisluku, niin valitsemalla n = 1 — 2k n&hdéén,
ettd n = 2(—k)+1 on pariton luonnollinen luku, (—=1)" = —1jal+(—-1)"(2n—1) =
1—(2(1 —2k)—1) = 4k. O
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Usein annetut mééritelmét johtavat kysymykseen késitteiden olemassaolosta.
Esimerkiksi reaaliluvut mééritelladn lukusuoran pisteiksi ja irrationaaliluvut ovat
reaalilukuja, jotka eivét ole rationaalisia. Onko irrationaalilukuja olemassa? Mita
jos kaikki reaaliluvut olisivatkin rationaalilukuja? Lauseessa 5.17 tullaan ndkemé&én,
ettd niin ei ole. Osoittamalla, ettd /2 ei ole rationaaliluku, lause niyttad, etti
irrationaalilukuja on olemassa. Olemassaolon takaava lause on muotoa 3x : Q(x).

Sen todistamiseksi pitda siis osoittaa, ettd on olemassa xg, jolle Q(xy) on voimassa.

Lause 5.5. On olemassa luonnollinen luku n, joka voidaan esittid kahdella tavalla

kahden luonnollisen luvun kuution summana.

Todistus. Jos Q(n) = "n voidaan esittdd kahdella tavalla kahden luonnollisen luvun
kuution summana”, niin lause voidaan yhtapitavisti kirjoittaa muodossa In : Q(n).
Koska 13 + 123 = 1729 = 9% 4 103, niin valitsemalla ny = 1729 nihdééin, ettd Q(ng)

on voimassa. Siten kohdan (3.2) mukaan In : Q(n) on tosi. O

Tarinan mukaan Hardy?® vieraili Ramanujanin®® luona sairaalassa. Hardy mainitsi
tulleensa taksilla numero 1729 ja sanoi sen olevan varsin tylsé luku. Ramanujan
vastasi heti, etté ei se ole tylséd luku — se on pienin kokonaisluku, joka on esitettavissé

kahden positiivisen kuution summana kahdella eri tavalla.

Edellisessa lauseessa olemassaolo voitiin perustella konkreettisella valinnalla.

Usein taméa ei ole mahdollista kuten seuraavan lauseen todistus havainnollistaa.

Lause 5.6. On olemassa irrationaaliluvut x ja y siten, ettd ¥ on rationaalinen.

Todistus. Jos Q(x,y) ="x ja y ovat irrationaalilukuja ja z¥ on rationaaliluku”, niin
lause voidaan yhtépitavésti kirjoittaa muodossa 3z, y : Q(z,y). Olkoot x = \/5\/i
ja y = v/2. Lauseen 5.17 mukaan y on irrationaaliluku. Jos z on irrationaaliluku,
niin
2= (V272 = v o =

on rationaaliluku. Jos taas x on rationaaliluku, niin y¥ = \/5\/5 on rationaaliluku.
Niin ollen joko Q(z,y) tai Q(y,y) on voimassa ja siten kohdan (3.2) mukaan
dz,y : Q(z,y) on tosi. O

PGodfrey Harold Hardy (1877-1947)
30Srinivasa Ramanujan (1887-1920)
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Edellisen lauseen todistuksessa oletettiin tunnetuksi lauseen 5.17 havainto, etté
v/2 on irrationaaliluku. Huomautetaan, ettd matematiikan deduktiivisen rakenteen
vuoksi téllainen ”eteenpéin viittaaminen” ei ole suositeltavaa. Riskind on se, etté
jos lauseen 5.17 todistus tarvitsisi lausetta 5.6, niin syntyisi kehdpddtelmd. Onneksi

tassé tapauksessa néin ei ole, kuten lukija voi helposti tarkistaa.

Jos on olemassa tédsmélleen yksi xg, jolle Q(xy) on voimassa, niin sanotaan, etti on
olemassa yksikasitteinen x, jolle Q(x) patee. Esimerkiksi aritmetiikan peruslauseen
eli lauseen 4.13 yhteydessa todettiin, vaikkakaan ei todistettu, ettd luonnollisen
luvun alkulukuesitys on yksikésitteinen. Olemassaolon yksikésitteisyytta usein
merkitdan symbolisesti lisiamalla olemassaolokvanttorin perddn huutomerkki, 3!z :
Q(z). Alkion x( yksikésitteisyyden todistamiseksi pitéa siis osoittaa, ettd Q(xq) on

tosi ja kaikilla x # z¢ viitelause Q(z) on epétosi, ts. Yo # xq : =Q(x) pétee.

Tarkastellaan konjektuuria Vz : P(x) — Q(x). Silla on kaksi vaihtoehtoa, se on
joko tosi tai epétosi. Lauseen todeksi osoittamiseksi on jo esitelty erilaisia menetel-
mid ja tullaan esittelemédn vield muutama lisdd. Mutta kuinka konjektuuri voidaan
todistaa védrdksi? Halutaan siis osoittaa, ettd molekyylilause =V : P(x) — Q(z)
on tosi. Muistaen, ettd kohdan (2.7) nojalla =(P — Q) < (P A —=Q), negaa-
tion ja kvanttoreiden vaihtosédénnon eli kohdan (3.3) mukaan tdmé on loogisesti
yhtéapitavid sen kanssa, ettd 3z : P(x) A =Q(x) on tosi. Niin ollen konjektuuri
voidaan osoittaa véidrdksi nayttamalla, ettd on olemassa alkio x, jolle P(x) A =Q(x)

pitdd paikkansa. Téllaista alkiota kutsutaan vastaesimerkiksi.

Konjektuuri 5.7. Jos n on luonnollinen luku, niin n*> —n + 41 on alkuluku.

Jos Q(n) = "n? —n + 41 on alkuluku”, niin konjektuuri voidaan yhtipitivisti
kirjoittaa muodossa Vn : Q(n). Ahkeran laskemisen® jilkeen nihdiin, ettd Q(n)

patee 40:1le ensimmaiselle luonnolliselle lukuvulle n:

n \123456--- 10 -~ 20 --- 40
n2—n+41\41 43 47 53 61 T1 --- 131 --- 421 --- 1601

31y ksinkertaisimmillaan voi laittaa tietokoneen tarkistamaan, etté (n? —n + 41)/k ei ole koko-
naisluku milldén luonnollisilla luvuilla & < vn? —n + 41 ja n < 40.
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Laskettujen esimerkkien valossa niyttéisi silté, ettd n? —n 441 on alkuluku kaikilla
luonnollisilla luvuilla n. Voisiko néin olla? Negaation ja kvanttoreiden vaihtosédéan-
non eli kohdan (3.3) mukaan konjektuuri ndhdaéan véériksi osoittamalla In : =Q(n)
todeksi. Toisin sanoen, konjektuurin vaéardksi osoittamiseen riittaéd loytaa yksi
luonnollinen luku n, jolle @Q(n) ei ole totta. Vastaesimerkiksi kelpaa esimerkiksi
n = 41, silli télld valinnalla n? —n+41 = 41-41 = 1681 ei ole alkuluku. Konjektuuri

5.7 ei siten pida paikkaansa.

Esitelldéan seuraavaksi lisdéd tapoja todistaa muotoa P — () olevia lauseita.

5.1. Kéinteinen suora todistus. Kohdan (2.6) nojalla

Luentovideo 11

P—-Q & -Q—-P

Néin ollen ehdollinen toteamus P — @ on loogisesti yhtépitava lauseen =) — =P

kanssa. Kaanteinen suora todistus on

PA(—-Q —-P) = Q.

Péittelylause todettiin kohdassa (2.14) tautologiaksi, joten paittely on kddnteisessi
suorassa todistuksessa looginen. Kéa#nteisesséd suorassa todistuksessa siis oletetaan,
ettd seké oletus P ettd viitteen negaatio =@ eli antiteesi ovat voimassa, ja sen
jalkeen yritetddn antiteesin —(Q) avulla loogisesti padtelld, ettd oletuksen negaatio
=P on antiteesin —() johtopa#tos. Jos téssd onnistutaan, niin ollaan ristiriitaisesti
saatu P ja —P yhtdaikaa voimaan. N&in ollen antiteesi —(Q) ei voi olla totta ja
vaite () pitdd paikkansa. Padpiirteissdan lauseen P — () todistaminen kéddnteiselld

suoralla todistuksella nédyttéiéd aina seuraavalta:

Lause. Jos P, niin Q).

Todistus. Oletetaan, ettd P ja —() pitavit paikkansa.

Siispd =P on tosi, miké on ristiriita. Ndin ollen () on voimassa. O

Kolmen pisteen tilalle ylla kirjataan paéttelyketju, jossa méaéritelmia ja tunnettuja

lauseita hyviksi kiayttien saadaan antiteesista —() loogisesti padteltyé oletuksen


https://www.youtube.com/watch?v=JRSQJD9R_po
https://www.youtube.com/watch?v=JRSQJD9R_po
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negaatio = P. Tarkastellaan kddnteistd suoraa todistusta seuraavan esimerkkilauseen

avulla:

2

Lause 5.8. Jos reaaliluvuille x ja y pétee vy — 23 < xy? — ya?, niin tilloin y < .

2

Todistus. Jos P(xz,y) = "y* — 2® < zy* — y2?” ja Q(x,y) = "y < 27, niin lause
voidaan yhtapitavisti kirjoittaa muodossa Vz,y : P(x,y) — Q(x,y). Kiinnitti-
milld z ja y padstddn tekemédn kiddnteinen suora todistus. Olkoot siis reaaliluvut x
ja y siten, ettd oletus P(z,y) ja antiteesi ~Q(x,y) pitdvit paikkansa. Koska télloin
y > x, niin y — z > 0. Kertomalla téta epiyhtaloa puolittain positiivisella luvulla
2?2 + y? nahdiin, ettd

3

yr’ +y° — 2® —zy® = (y — z)(2* — y*) > 0.

Niin ollen 3 — 2® > xy? — ya?, ts. = P(x,y) pitee. TAmi on ristiriita oletuksen

P(z,y) kanssa ja siten Q(x,y) on voimassa, ts. y < z. O

5.2. Epéasuora todistus. Kohdan (2.8) nojalla
R < -—R— (SA-S).

Jos viitelauseen R paikalle kirjoitetaan lause P — (), niin muistaen, ettd kohdan

(2.7) mukaan —(P — Q) < (P A =Q), ylli oleva voidaan kirjoittaa muodossa
P—Q < (PA-Q)— (SA-S).

Niin ollen ehdollinen toteamus P — ) on loogisesti yhtépitdva lauseen (PA—Q) —

(S A —S) kanssa. Epésuora todistus on
PA((PA-Q)— (SADS) = Q.

Paittelylause todettiin kohdassa (2.15) tautologiaksi, joten paéttely on epdsuorassa
todistuksessa looginen. Epésuorassa todistuksessa siis oletetaan, ettd seké oletus P
ettd antiteesi —() ovat voimassa ja sen jilkeen yritetddn nédiden avulla loogisesti
paatelld jokin ristiriita S A —=S5. Jos téssd onnistutaan, niin antiteesi —() ei voi olla
totta ja viite () pitdd paikkansa. Kéinteisessé suorassa todistuksessa tavoitteena

on loytaa ristiriita oletuksen kanssa, mutta epésuorassa todistuksessa ristiriidaksi
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kelpaa miké vaan. Padpiirteissddn lauseen P — () todistaminen kaénteiselld suoralla

todistuksella nayttasd aina seuraavalta:

Lause. Jos P, nuin Q.

Todistus. Oletetaan, ettd P ja —() pitdvit paikkansa.

Siispé 1oydettiin viitelause S siten, ettd S ja =S ovat yhtdaikaa totta. TAmé& on

ristiriita, joten vaite () on voimassa. U

Kolmen pisteen tilalle yll& kirjataan péadttelyketju, jossa mééritelmié ja tunnettuja
lauseita hyviksi kédyttden saadaan oletuksesta P ja antiteesista —() loogisesti
pédteltya jokin ristiriita S A =.S. Huomataan, ettd kid#inteinen suora todistus on
epasuoran todistuksen erikoistapaus: siiné ristiriitana on P A =~ P. Tarkastellaan

epédsuoraa todistusta seuraavan esimerkkilauseen avulla:

Lause 5.9. Ei ole olemassa reaalilukua x > 0, jolle x + % < 2.

Todistus. Jos P(z) = "z > 0" ja Q(z) = "z + 1 > 27, niin lause voidaan
yhtapitavisti kirjoittaa muodossa Vz : P(x) — Q(x). Kiinnittdméalla = péés-
tadn tekemédn epésuora todistus. Olkoon siis reaaliluku x siten, etta oletus P(z)
ja antiteesi =@ (x) pitdvéat paikkansa, ts. x > 0 ja x + % < 2. Kertomalla epayhtilo
x4+ % < 2 puolittain luvulla z > 0 ndhdéén, etta

241 < 22,
Tésté seuraa suoraan, etté
(z—1)P2=2"-22+1<0.

Niin ollen viitelause S(z) =" (x—1)? < 0” on tosi. Lauseen 5.1 mukaan (z—1)? > 0,
joten myés viitelause —S(x) = 7(x — 1)? > 0” on tosi. TAmA on ristiriita, joten

antiteesi ~Q(z) ei voi olla totta ja viite Q(z) pitdd paikkansa, ts. z + 1 >2. O

5.3. Alkuluvuista ja irrationaaliluvuista. Aritmetiikan peruslauseeseen eli

lauseeseen 4.13 nojautuen voidaan epésuoralla todistuksella osoittaa, ettéd alkulu-

O]
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kuja on darettoméan monta. Edellisissé kappaleissa todistuksiin kirjattiin lauseissa


https://www.youtube.com/watch?v=eihQaqeTWyo
https://www.youtube.com/watch?v=eihQaqeTWyo
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esiintyvit véitelauseet. Téstéd eteenpéin niiden tdsméllinen selvittdminen jatetddan

lukijalle.

Lause 5.10. Alkulukuja on ddrettomdn monta.

Todistus. Osoitetaan véite epéasuoralla todistuksella. Tehdéén siis antiteesi ja ole-
tetaan, ettd alkulukuja on dérellinen ma&ra. Muistetaan, ettd pienin alkuluku on
2. Merkitdan alkulukujen lukuméarda luonnollisella luvulla £ ja olkoot alkuluvut
1, - .., Pr. Méadritelldan
p=p1-pet1

ja huomataan, ettéd p ei ole alkuluku: koska selvésti p > p; kaikilla ¢, niin p ei ole
yksikdédn alkuluvuista pq, ..., pg. Néin ollen aritmetiikan peruslauseen eli lauseen
4.13 mukaan se voidaan esittdd kahden tai useamman alkuluvun tulona. Siten
luku p jaettuna em. tulossa esiintyvilla alkuluvulla on erityisesti luonnollinen luku.

Mutta suoralla jakolaskulla ndhdéén, etta

P 1
— =Dp1Pi-1Pit1 Pk —
bi pi
ei ole luonnollinen luku milld&n 7. Tamé ristiriita osoittaa, ettd antiteesi ei voi olla

oikein. Siispa alkulukuja on déarettoméan monta. O

Huomautetaan, etté ristiriita edellisen lauseen todistuksessa loydettiin hyvin
erikoisella tavalla. Jatketaan seuraavaksi kokonaislukujen parillisuuden ja parit-
tomuuden tarkastelua. Muistetaan, ettd kokonaisluku n on parillinen (tai vastaa-
vasti pariton), jos on olemassa kokonaisluku £ siten, ettd n = 2k (tai vastaavasti
n = 2k + 1). On varmasti yleisesti tunnettua, ettd jokainen kokonaisluku on joko
parillinen tai pariton. Mutta kuinka tdmaé tieto seuraa méaaritelmista? Parillisuus ja
parittomuus médritelldsn antamalla molemmille késitteille méaaritteleva ominaisuus.
Madritelmisté ei suoraan ndy kuinka késitteet suhtautuvat toisiinsa. Seuraava lause

selvittad tdmaéan tasmallisesti:

Lause 5.11. Jokainen kokonaisluku on joko parillinen tai pariton.

Todistus. Lauseessa on todistettavana kaksi viitettd. On ensinndkin naytettéiva,
ettéd jokainen kokonaisluku on valttdmattd parillinen tai pariton. Lisdksi pitda

osoittaa, ettd mikddn kokonaisluku ei voi olla parillinen ja pariton yhtédaikaa.
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Osoitetaan ensin, etté jokainen kokonaisluku on parillinen tai pariton. Huomataan,
ettd 0 on parillinen. Riittda osoittaa véite luonnollisille luvuille, silla talloin vaite
seuraa negatiivisille kokonaisluvuille lauseesta 4.1. Tehda#in epésuora todistus ja
oletetaan vastoin véitettd, ettd on olemassa luonnollisia lukuja, jotka eivét ole
parillisia eikd parittomia. Olkoon n niisté luvuista pienin. T&ll6in n—1 on parillinen
tai pariton. Jos n — 1 on parillinen, niin on olemassa kokonaisluku £ siten, etta
n — 1 = 2k. Néin ollen n = 2k + 1 eli n on pariton. Jos taas n — 1 on pariton, niin
n — 1 =2k + 1 jollakin kokonaisluvulla & ja siten n = 2k +2 =2(k+ 1) eli n on
parillinen. Oli n — 1 kumpi tahansa, parillinen tai pariton, niin ollaan paadytty
ristiriitaan sen kanssa, ettd n ei ole kumpaakaan. Néin ollen luonnollisia lukuja,

jotka eivét ole parillisia eiké parittomia, ei ole olemassa.

Osoitetaan sitten, ettd mikaédn kokonaisluku ei voi olla parillinen ja pariton
yhtdaikaa. Osoitetaan viite epédsuoralla todistuksella. Tehddén antiteesi ja oletetaan,
ettd on olemassa kokonaisluku n, joka on parillinen ja pariton. On siis olemassa

kokonaisluvut £ ja [ siten, ettd n = 2k + 1 ja n = 2[. Talloin
O=n—n=21—2k+1)=2(l—-k)—1

elil—k= % Taméa on kuitenkin mahdotonta, silld kahden kokonaisluvun erotus
on aina kokonaisluku. Né&in ollen ei ole olemassa kokonaislukuja, jotka olisivat

yvhtéaikaa parillisia ja parittomia. O

Lause 5.12. (1) Jos kahden kokonaisluvun summa tai erotus on parillinen, niin
luvut ovat joko molemmat parillisia tai molemmat parittomia.
(2) Jos kahden kokonaisluvun summa tai erotus on pariton, niin luvuista toinen

on parillinen ja toinen pariton.

Todistus. Osoitetaan kohta (1) kéénteiselld suoralla todistuksella. Tehd&én antiteesi
ja lauseeseen 5.11 vedoten oletetaan, ettd luvuista toinen on parillinen ja toinen
pariton. Télloin lauseen 4.2 kohdan (3) ja seurauksen 4.3 kohdan (3) nojalla niiden
summa ja erotus ovat parittomia, mikéd on ristiriidassa oletuksen kanssa. Siten

antiteesi ei voi olla voimassa ja véite patee.

Osoitetaan sitten kohta (2) kéénteiselld suoralla todistuksella. Tehdddn antiteesi

ja lauseeseen 5.11 vedoten oletetaan, ettd luvut ovat joko molemmat parillisia tai
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molemmat parittomia. T#lloin lauseen 4.2 kohtien (1) ja (2) seké seurauksen 4.3
kohtien (1) ja (2) nojalla niiden summa ja erotus ovat parillisia, miké on ristiriidassa

oletuksen kanssa. Siten antiteesi ei voi olla voimassa ja véite pétee. O

Lause 5.13. (1) Jos kahden kokonaisluvun tulo on parillinen, niin joko molemmat
luvut ovat parillisia tai sitten luvuista toinen on parillinen ja toinen pariton.
(2) Jos kahden kokonaisluvun tulo on pariton, niin molemmat luvut ovat parit-

tomaa.

Todistus. Osoitetaan kohta (1) kiénteiselld suoralla todistuksella. Tehd&én antiteesi
ja lauseeseen 5.11 vedoten oletetaan, ettd molemmat luvut ovat parittomia. T&ll6in
lauseen 4.4 kohdan (2) nojalla niiden tulo on pariton, miki on ristiriidassa oletuksen

kanssa. Siten antiteesi ei voi olla voimassa ja viite pétee.

Osoitetaan sitten kohta (2) kéénteiselld suoralla todistuksella. Tehdddn antiteesi
ja lauseeseen 5.11 vedoten oletetaan, ettd joko molemmat luvut ovat parillisia tai
sitten luvuista toinen on parillinen ja toinen pariton. T&ll6in lauseen 4.4 kohtien
(1) ja (3) nojalla niiden tulo on parillinen, miké on ristiriidassa oletuksen kanssa.

Siten antiteesi ei voi olla voimassa ja viite pitee. U

Seuraava lause osoittaa, ettd konjektuuri 5.2 pitdéa paikkansa.

Seuraus 5.14. (1) Kokonaisluku on parillinen tismdlleen silloin, kun sen nelio
on parillinen.

(2) Kokonaisluku on pariton tasmdlleen silloin, kun sen nelié on pariton.

Todistus. Lauseen viitteet seuraavat suoraan seurauksen 4.5 ja lauseen 5.13 kohdista

(1) ja (2). O
Lause 5.15. Lukuun ottamatta lukua 2, jokainen alkuluku on pariton.

Todistus. Osoitetaan viite kddnteisellda suoralla todistuksella. Tehd&éin antiteesi ja
lauseeseen 5.11 vedoten oletetaan, ettd on olemassa lukua 2 suurempi parillinen
alkuluku; olkoon se p. Koska p on parillinen, niin on olemassa luonnollinen luku
k siten, ettd p = 2k. Jos k£ = 1, niin 2 = p > 3, mik&d on mahdotonta. Jos taas

k>p—1elik > p,niin p=2k > 2peli 1 > 2, mikd myods on mahdotonta. Siten
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p = 2k jollakin luonnollisella luvulla k, jolle 2 < k < p — 1, eli p ei ole alkuluku.
Tamé on ristiriita oletuksen kanssa. Siten antiteesi ei pade ja lukua 2 suurempia

parillisia alkulukuja ei ole olemassa. O

Lause 5.16. Jos x on nollasta eroava rationaaliluku, niin on olemassa kokonaisluku

m ja luonnollinen luku n siten, etti ainakin toinen luvuista on pariton ja x = .

Todistus. Olkoon x # 0 rationaaliluku. Tarkastellaan luonnollisia lukuja [, joille on
olemassa nollasta eroava kokonaisluku & siten, ettd z = % Koska x on rationaalinen,
niin téllaisia lukuja [ on olemassa. Olkoon n néistd luvuista pienin ja olkoon m
nollasta eroava kokonaisluku siten, ettd x = 7. Osoitetaan, ettd toinen luvuista
m tai n on pariton. Tehd&dén antiteesi ja oletetaan, ettd m ja n ovat molemmat
parillisia. Téll6in on olemassa nollasta eroava kokonaisluku p ja luonnollinen luku

q siten, ettd m = 2p ja n = 2¢. Néin ollen

m p
n q
Koska ¢ < n, niin tdmé& on ristiriita luvun n minimaalisuuden kanssa. U

Osoitetaan seuraavaksi, ettd on olemassa ainakin yksi irrationaaliluku. Koska

Pythagoraan lauseen eli lauseen 1.1 mukaan on olemassa v/2-pituinen jana, niin

luku v/2 16ytyy lukusuoralta eli se on reaaliluku.

Lause 5.17. Reaaliluku /2 on irrationaalinen.

Todistus. Osoitetaan viite epésuoralla paattelylld. Muodostetaan antiteesi eli olete-

taan vastoin véitetta, ettéd V2 on rationaalinen. Koska selvisti v/2 2 0, niin lauseen
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5.16 mukaan on olemassa kokonaisluku m ja luonnollinen luku n siten, etté ainakin
toinen luvuista on pariton ja /2 = ™. Néin ollen 2 = V2 = (%)2 = 7n”—22 eli

on? =m?

ja m? on parillinen. Siten seurauksen 5.14 kohdan (1) mukaan my6s m on parillinen.

On siis olemassa kokonaisluku k siten, ettd m = 2k. Néain ollen
= (2k)? = 4k*.

Yhdistamilld edelliset yhtdlon niahd#in, ettd n? = 2k%. Niin ollen luku n? on
parillinen ja seurauksen 5.14 kohdan (1) mukaan my6s n on parillinen. Td&mé on

ristiriita, silla toisen luvuista n ja m piti olla pariton. U

6. JOUKKO-OPPIA

Joukko-oppi on predikaattilogiikkaa laajempi jarjestelmé ja se tutkii alkioiden
muodostamia kokoelmia eli joukkoja. Joukko-oppia voidaan pitdd modernin mate-
matiikan perustana, esimerkiksi reaaliluvut ja kuvauksen késite voidaan tdsmaél-
lisesti madaritelld sen avulla. Se tarjoaa myos tehokkaat vélineet matematiikan

tekemiseen ja esittdmiseen. Joukko-opin kehitt#jins voidaan pitds Cantoria®?.

6.1. Joukko ja alkio. Sovitaan, ettd joukko koostuu kokoelmasta alkioita. Vaadi-
taan myos, ettéd joukko ei voi olla itsensé alkio. Alkio x joko kuuluu joukkoon A,
jolloin merkitdédn = € A, tai sitten x ei kuulu joukkoon A, jolloin merkitdin = ¢ A.
Kaytetdaan myos terminologiaa, ettd x sisdltyy tai ei sisdlly joukkoon A. Edelld
esitelty sopimus on tarkkaan ottaen kehédpéitelmé, sillda matematiikassa joukko ja
kokoelma tarkoittavat samaa asiaa, ja se johtaa helposti ongelmiin. Tarkastellaan
esimerkiksi kaikkien mahdollisten joukkojen muodostamaa kokoelmaa. Sopimuksen
mukaan tdmé kokoelma on joukko, eiké se siten voi sisdltyé itseensd. Néin ollen
on olemassa joukko, joka ei sisélly kaikkien joukkojen muodostamaan kokoelmaan.

Tata ristiriitaa kutsutaan Cantorin paradoksiksi. Cantorin méaritelmé joukolle on

32Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918)
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https://www.youtube.com/watch?v=kAWeAAYeATw
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alussa esitelty sopimus ja tdhén liityvaa joukko-oppia kutsutaan naiiviksi joukko-
opiksi. Siiné ajatellaan, ettd késitteet joukko ja alkio ovat itsestéén selvid. Joukkoja,

jonka alkiot ovat joukkoja kutsutaan kokoelmiksi tai perheiksi.

Joukko voidaan maaritella luettelemalla sen kaikki alkiot. Merkinta

{.Tl,fEQ, ... ,l‘n}

tarkoittaa joukkoa, jonka alkiot ovat xi,xs,...,x,. Tyhji joukko () on joukko,
jolla ei ole yht#én alkiota. Huomataan, ettd joukko {(} ei ole tyhja, silld se sisél-
tad tyhjian joukon (). Luonnollisten lukujen, lukuméiirilukujen ja kokonaislukujen

muodostamat joukot ovat

N=1{1,2,3,...},
Ny ={0,1,2,3,...},
Z={.,-2-1,012,.}

Esimerkki 6.1. (1) Kotimaisten kielten tutkimuskeskuksen vuosina 1995-2004 kir-
joittaman Ison suomen kieliopin mukaan joukko {a,e,i,0,u,y, 4,6} sisiltda kaikki
suomen kielen vokaalit ja joukko {d, h,j, k,1, m,n, ng,p,r,s,t,v} kaikki konsonan-
tit. Vierassanoja kirjoitettaessa voidaan suomessa tarvita lisdksi ainakin joukon

{b,c,f g q,8 w,x,z} konsonantteja sekéd joukon {a,ii} vokaaleja.

(2) Bindérijarjestelméssa luvut esitetddn kdyttden hyvéksi joukon {0, 1} alkioita
eli bitteja. Tallaisen jarjestelméan toteuttaminen elektronisilla piireilld on suora-
viivaista. Heksadesimaalijarjestelméssa lukujen esittdmiseen on kéytossé joukon
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F} alkiot. Molempia jarjestelmid kéytetdan
yleisesti tietotekniikassa, silld yksi heksadesimaalijarjestelméan merkki vastaa suo-
raan binddrijarjestelmén neljad perdkkéistd bittid. Nain esimerkiksi 8-bittisen
bindariluvun eli tavun arvo voidaan ilmaista kahden merkin pituisella heksade-
simaaliluvulla. Heksadesimaaliluvut siis suoraviivaisesti antavat bind&riluvuille

helpommin luettavan esityksen.

Joukko voidaan mééritella myos ilmoittamalla sen méérittelevd ominaisuus.
Jos P(z) on alkioon z liittyva avoin véitelause, niin naiivissa joukko-opissa se

méérittelee joukon A véitelauseen Vr : x € A <» P(z) totuuden kautta. Talloin
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merkitaan

A={z: P@)},
joka luonnollisessa kielessé luetaan ”joukko A koostuu kaikista niistd pisteista x,
jotka toteuttavat ehdon P(x)”. Toisin sanoen,

ze{a:P(a)} < 7P(x)on tosi”. (6.1)

Usein halutaan, etté joukon A alkiot ovat jonkun tilanteeseen sopivan perusjou-
kon X alkioita. Télloin merkitddn A = {z € X : P(z)}. Merkitaén reaalilukujen

muodostamaa joukkoa symbolilla R, jolloin rationaalilukujen joukko on
Q = {z : on olemassa m € Z ja n € N siten, ettd x = ™}
={z e R: 2z =2 joillakin m € Z jan € N}.
Huomautetaan, etté joukon esitystapa ei valttamaétta ole yksikéasitteinen: esimerkiksi

{1,2} ={2,1} ={neN:n<3}={reR:2? =3z —2}. Jos a,b € R siten, etti
a < b, niin maaritellddn reaalilukuvdilit asettamalla
={reR:a<z<b},
={zeR:a <z <b},
(6.2)
[a,b) ={r € R:a <z <b},
(a,b) ={r e R:a <z <b}.
Sanotaan, ettd véli [a, b] on suljettu, vali (a,b) on avoin seki vélit [a, b) ja (a, b
ovat puoliavoimia. Avointa vélid voidaan myo6s merkité |a, b[ sekéd puoliavoimia

[a, b] ja ]a, b]. Madritellddn myos ddrettomdt vdlit asettamalla

Voidaan myos merkita (—oo, 00) = R.
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Esimerkki 6.2. (1) Jos n € N, niin luonnollisten lukujen k&, joille & < n, muodostama

joukko on

ml={keN:k<nl={keZ:ke[l,n]}={12...n—1n)

(2) Parillisten kokonaislukujen joukko on

E={neZ:n =2k jollakin k € Z}
—{2%ke€Z: keZ)={ .. —6,—4,-20,24,6,. ..}

ja parittomien

O={n€Z:n=2k+1jollakin k € Z}
—(2k+1eZ:keZ)={.. -5 -3,-1,1,3,5,...}.

Sanotaan, ettd joukko A on joukon B osajoukko, jos jokainen joukon A alkio

kuuluu joukkoon B. Télloin merkitdan A C B, missd C on inkluusio, ja sanotaan

myo0s, ettd 7 A sisiltyy joukkoon B” tai ” B siséltaéd joukon A”. Toisin sanoen,
ACB & (Vzx:zxeA—xeDB). (6.3)

Esimerkiksi N C Ny € Z C Q C R. Harjoitellaan seuraavan lauseen avulla

joukkojen inkluusion todistamista.

Lause 6.3. Jos a,b € R siten, ettd a < b, niin (a,b) C |a, b].

Todistus. Olkoot a,b € R siten, ettd a < b. Kohdan (6.3) mukaan (a,b) C [a,b] ja
Vo :x € (a,b) — x € [a,b] ovat loogisesti yhtéapitavét. On siis osoitettava, etté
jokaiselle = € (a,b) on voimassa x € [a, b]. Olkoon siis = € (a,b). Muistetaan, etta
avoimen valin méaritelmén (6.2) mukaan (a,b) = {xr € R : a < z < b}. Néin
ollen kohdan (6.1) nojalla pétee a < z < b. Koska talloin triviaalisti patee myos
a < x < b, niin suljetun vélin mééritelmén (6.2) ja kohdan (6.1) mukaan = € [a, b],

miké pitikin osoittaa. U
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Todistuksessa kéytetty menetelmé pétee yleisesti. Jos P(x) ja Q(x) ovat alkioon
x liittyvid avoimia véitelauseita sekd A = {z : P(z)} ja B = {z : Q(z)} niitd
vastaavat joukot, niin inkluusion A C B todistamiseksi pitaé osoittaa, ettd jokainen
x, joka toteuttaa ehdon P(z), toteuttaa myos ehdon Q(z). Toisin sanoen, kohtien
(6.3) ja (6.1) mukaan

{z:Px)} Cc{z:Qx)} <& Vz:P(z)— Q). (6.4)

Jos A tai B on médritelty alkiot luettelemalla, niin inkluusion todistaminen on vield
suoraviivaisempaa. Huomataan, ettd jokainen joukko siséltyy itseensé, ts. A C A
aina kun A on joukko, ja ettd tyhji joukko sisdltyy mihin tahansa joukkoon, ts.
() € A aina kun A on joukko. Lisiksi, kun A, B ja C ovat joukkoja siten, etti
A C B C C, niin kohtien (6.3) ja (2.11) mukaan A C C. Jos A ei ole joukon
B osajoukko, niin merkitdin A ¢ B. Kohdan (6.3), negaation ja kvanttoreiden
vaihtosdantdjen eli kohdan (3.3) sekéd kohdan (2.7) mukaan

A¢B & dr:xe€ANxé¢B. (6.5)

Jos siis on olemassa joukon A alkio, joka ei kuulu joukkoon B, niin A ei ole joukon

B osajoukko. Esimerkiksi [a, b] Z (a,b) milldén a < b, silld a,b € [a,b] jaa,b ¢ (a,b)
kaikilla a,b € R. Lauseessa 5.17 todettiin, ettd R ¢ Q. Liséksi on helppo ndhd4,
etti Q ¢ Z ¢ Ny ¢ N.

Jos joukot A ja B ovat toistensa osajoukot, niin sanotaan, ettd ne ovat samat ja

merkitdin A = B. Toisin sanoen,
A=B & ACBABCA. (6.6)

Joukot siis osoitetaan samoiksi todistamalla inkluusiot molempiin suuntiin. Vaikka
inkluusio on osittainen jarjestys, joka mééritelladn kappaleessa 7.2, niin ei ole
tapana sanoa, ettd A ja B ovat yhtdsuuret. Termi yhtdsuuruus kun saatetaan

helposti késittad niin, ettd joukoilla A ja B on yhté paljon alkioita. Se, ettd joukot
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ovat samat on vahvempi vaatimus. Kohtien (6.6), (6.3), (3.5) ja (2.2) mukaan
A=B & Vr:zxeA+xeB, (6.7)

joten joukot ovat samat vain, ja ainoastaan silloin, kun niilld on tdsmaélleen samat
alkiot. Jos joukot A ja B eivét ole samat, niin merkitddn A # B. Kohdan (6.6),
De Morganin lakien eli kohdan (2.3) seké kohtien (6.5) ja (3.6) mukaan

A#B & dx:(zx€eANz¢B)V(zreBAx¢A). (6.8)

Néin ollen jos 1oytyy joukon A alkio, joka ei kuulu joukkoon B tai toisin péin,
niin joukot A ja B eivit ole samat. Jos A # (), niin sanotaan, ettd A on epdtyhji.
T#lloin joukossa A on olemassa alkio x € A. TAmé& myo6s ndhdéadn kohdan (6.8)

avulla.

Cantorin paradoksin ristiriidasta paéstdan eroon olettamalla, ettd kaikkien jouk-
kojen muodostamaa joukkoa ei ole olemassa. Russellin®® paradoksi kuitenkin osoit-
taa, ettd naiivi joukko-oppi ei silti ole pelastettavissa. Kuten edelld todettiin,
naiivissa joukko-opissa avoin véitelause P(z) maérittad joukon {x : P(x)}. Russe-
lin paradoksissa asetetaan P(x) = "« ei kuulu joukkoon z”. Télloin R = {z : P(x)}
on joukko ja siten joko R € R tai R ¢ R. Vaikka naiivissa joukko-opissa vaaditaan,
etté joukko ei voi olla itsensé alkio, niin ndytetadn silti, ettd molemmat vaihtoehdot
johtavat ristiriitaan. Jos R € R, niin kohdan (6.1) mukaan P(R) on tosi eli taytyy
pated R ¢ R, miké on ristiriita. Jos taas R ¢ R, niin vastaavasti kohdan (6.1)
mukaan P(R) on epitosi eli R € R pétee ja taas paddyttiin ristiriitaan. Joukon R

olemassaolo aiheuttaa siis naiivissa joukko-opissa ristiriidan.

Esimerkki 6.4 (Parturiparadoksi). Russellin paradoksin idean voi esittdé havainnol-
lisesti seuraavalla esimerkilld. Kylédssd on miesparturi, joka ajaa parran tdsmélleen
niiltd kyldn miehilta, jotka eivat itse aja omaa partaansa. Jos parturi ajaa oman
partansa, niin parturin taytyy télloin olla yksi niistd miehisté, jotka eivit itse aja
omaa partaansa. Jos taas parturi ei aja omaa partaansa, niin parturi on yksi niista
miehisté, jotka eivit itse aja omaa partaansa, ja siten parturin kuuluu ajaa oma

partansa.

33Bertrand Arthur William Russell (1872-1970)
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Russellin paradoksi oli alkusyséys aksiomaattisen joukko-opin kehittdmiselle.
Tavoitteena oli 16ytéda aksioomajarjestelma, jonka tuottama joukko-oppi noudattaa
naiivin joukko-opin intuitiota, mutta vilttda sen ristiriidat. Sen lopulta kehittivat

Zermelo®* ja Fraenkel

kéyttden hyviksi vain predikaattilogiikka ja alkiorelaatiota
€. Kiésite relaatio mééritelldédn luvussa 7. Aksiomaattista joukko-oppia voidaankin
pitda modernin matematiikan perustana. Jarjestelméssa on yhdeksédn aksioomaa
ja yksi niistd on erotteluaksiooma. Se sallii joukkojen muodostamisen avoimilla
véitelauseilla vain annetuilla perusjoukoilla ja aksiomaattinen joukko-oppi valttas
nédin Russellin paradoksin. Toinen mainitsemisen arvoinen aksiooma on valinta-
aksiooma. Se olettaa, ettd mistd tahansa kokoelmasta epétyhjid joukkoja voi
muodostaa joukon valitsemalla alkion jokaisesta kokoelman joukosta. Valinta-
aksiooma on aksioomana erikoinen, silli Godel®® onnistui todistamaan vuonna 1940,
etté se ei ole ristiriidassa joukko-opin muiden aksioomien kanssa. Mychemmin
vuonna 1963 Cohen®” osoitti, etté sitéd ei myoskisn voi todistaa oikeaksi lihtemalld
muusta joukko-opista. Godelin vuonna 1931 osoittaman epétéaydellisyyslauseen
mukaan matematiikassa on viitteitd, joita ei pystyta todistamaan. Cohenin tulos siis
nayttad, ettd valinta-aksiooma on esimerkki téllaisesta viitteestd. Valinta-aksiooma
on yhteydessa hyvén jérjestyksen periaatteeseen, jonka mukaan miké tahansa joukko
voidaan jirjestdé niin, ettéd sen jokaisella osajoukolla on pienin alkio. Jérjestyksen
késite méaritellddn kappaleessa 7.2. Esimerkiksi luonnollisilla luvuilla on tdméa
ominaisuus. Valinta-aksiooma vaikuttaa péivéanselvéltd ominaisuudelta, mutta
reaaliluvuilla pienimmén alkion olemassaolo jonkun jarjestyksen suhteen vaikuttaa
kummalliselta. Bona®® onkin lausunut, etti valinta-aksiooma on ilmiselvisti totta
ja hyvén jarjestyksen periaate on ilmiselvisti vadrin. Vitsi téssd on siiné, etta

valinta-aksiooma ja hyvén jarjestyksen periaate ovat loogisesti yhtéapitéaviét.

Aksiomaattista joukko-oppia ei tarkastella tdmén enempéd. Riittda tietdd, ettd
joukko-oppia varten on olemassa aksioomajérjestelmé, jolla onnistutaan valttaméaan

naiivin joukko-opin paradoksit. Huomautetaan myos, ettd joukko-opin merkitys

34Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953)
35Abraham Halevi Fraenkel (1891-1965)

30Kurt Friedrich Godel (1906-1978)

37Paul Joseph Cohen (1934-2007)

3B Jerry Lloyd Bona (1945 )
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matematiikassa on pédsdantoisesti olla tyoviline. Niin ollen matemaatikon ei
valttamatta tarvitse olla syvéllisesti perehtynyt aksiomaattiseen joukko-oppiin —

naiivi joukko-oppi riittdd antamaan tarvittavat vélineet.

6.2. Joukko-opin operaatiot. Joukon A komplementti on joukko
A°={x:x ¢ A}. (6.9)

Kohdan (6.1) mukaan = € A° tdsmaélleen silloin, kun x ¢ A. Loogisista konnektii-
veista komplementti vastaa negaatiota. Joukon komplementtiin siséltyvét kaikki ne

alkiot, jotka eivit kuulu itse joukkoon. Joukkojen A ja B leikkaus on joukko
ANB={z:xz € Ajax e B}. (6.10)

Kohdan (6.1) mukaan z € AN B tdsmaélleen silloin, kun « € A ja « € B. Leikkaus

siis vastaa konjunktiota. Oheisessa joukkojen A ja B leikkausta havainnollistavassa

A B

kuvassa avoimen véitelauseen x € A Ax € B totuusarvo on tosi kaikilla tummenne-
tun alueen alkioilla . Esimerkiksi ANA = A, ANA® = () ja ANY = () milli tahansa
joukolla A. Huomataan my6s, ettdi ANB={rc A:xe€ B} ={r € B:x € A}.
Joukkojen A ja B yhdiste on joukko

AUB={x:x € Ataiz e B} (6.11)

Kohdan (6.1) mukaan x € A U B tésmailleen silloin, kun « € A tai z € B.
Niin ollen yhdiste vastaa disjunktiota. Oheisessa joukkojen A ja B yhdistetta

A B

havainnollistavassa kuvassa avoimen vaitelauseen x € AV ¢ € B totuusarvo on


https://www.youtube.com/watch?v=W4b-Ip7pPrc
https://www.youtube.com/watch?v=W4b-Ip7pPrc
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tosi kaikilla tummennetun alueen alkioilla z. Esimerkiksi AUA =Aja AUD=A

milld tahansa joukolla A. Joukkojen A ja B erotus on joukko
A\B={x:2x€ Ajax ¢ B}.

Kohdan (6.1) mukaan z € A\ B tésmélleen silloin, kun € A ja « ¢ B. Néin ollen

B
A

leikkauksen ja komplementin mé#aritelmiin eli kohtiin (6.10) ja (6.9) nojautuen
niahdéédn, ettd A\ B = AN B¢ Usein joukon A komplementilla A¢ tarkoitetaan
joukkoa X'\ A jonkun perusjoukon X suhteen. Télloin AUA® = AU(X\A) = X. Esi-
merkiksi rationaalilukujen komplementilla Q¢ yleensé viitataan irrationaalilukujen
joukkoon R\ Q, jolloin Q U Q° = R.

FEsimerkki 6.5. (1) Olkoon A kaikkien kaksijalkaisten ja B kaikkien lentévien olioiden

muodostama joukko. T&lloin esimerkiksi pingviini kaksijalkaisena oliona, joka ei

pingviini

papukaija

haméahakki
A

osaa lentdé, siséltyy joukkoon A\ B, ts. se sisiltyy joukkoon A, mutta ei joukkoon B.
Hyttynen taas kuusijalkaisena lentédvané oliona kuuluu joukkoon B\ A ja papukaija
kaksijalkaisena lentédvéné oliona siséltyy joukkoon A N B. Kaikki edelld mainitut

oliot kuuluvat joukkoon A U B kun taas hamé#hékki on sen komplementissa.

(2) Suomen kielen suuraakkosten joukko on {A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L,
M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W, X, Y, Z A A O} ja kreikan kielen suuraakkosten
joukkoon {A, B, I, AE, Z, H,0, I, K, A, M, N, = O, I, P, ¥, T, T, &, X, ¥,

2}. Oheinen kuva havainnollistaa niiden joukkojen leikkausta ja erotuksia.
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Esimerkk: 6.6. Tarkastellaan esimerkin 3.1 pééttelyd joukko-opin avulla. Olkoon
K = {z : x on kurssin osallistuja} ja M = {z : x pitdd matematiikasta}. Talloin

paattelylause (3.7) voidaan joukko-opin merkinnéin kirjoittaa seuraavasti:
(K CMYAM £0) = K°#£0.

Koska M¢ # (), niin on olemassa x ¢ M. Néin ollen péittelyn loogisuutta voidaan

helposti havainnollistaa oheisella kuvalla:

Tarkastellaan myds esimerkin 3.2 pédttelyéd joukko-opin avulla. Olkoon K = {z :
x on kolibri}, V' = {x : x on vérikéds}, S = {x : x on suuri lintu} ja H = {x : x eldd
hunajalla}. Télloin pdittelylause (3.8) voidaan joukko-opin merkinnéin kirjoittaa

seuraavasti:
(KCV)ANHNS=0)AN(H°CV?) = KcCS5“

Paéttelyn loogisuutta voidaan nyt helposti havainnollistaa oheisella kuvalla:
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Jos komplementointi, leikkaaminen ja yhdistdminen ajatellaan laskutoimituksiksi,
niin seuraavat lauseet esittelevit niille laskusdantoja. Ne ovat analogiset negaa-
tion, konjunktion ja disjunktion vastaavien laskusdédntéjen kanssa, jotka esiteltiin
kappaleessa 2.2 loogisina yhtépitavyyksind. Itse asiassa joukko-opin laskusdanndot
seuraavat néistd tautologioista. Sanotaan, ettd annetun perusjoukon osajoukot
varustettuna néilld laskutoimituksilla muodostavat algebran. Kuten loogisten kon-

nektiivien kanssa, vathdantalait

ANB=BNA,
(6.12)
AUB=BUA
seka litantdlait
(ANB)NC=An(BNQO),
(6.13)

(AUB)UC =AU (BUCQC)

ovat médritelmien triviaaleja seurauksia ja niiden todistukset jatetadn harjoitus-
tehtédviksi. Seuraava lause antaa De Morganin lait joukoille. Lauselogiikan De

Morganin lait esiteltiin kohdassa (2.3).

Lause 6.7 (De Morganin lait). Jos A ja B ovat joukkoja, niin
(AN B) = A°U B,
(AU B)* = A°N B-.

Todistus. Osoitetaan, ettd (AN B)® = A°U B¢ pitaé paikkansa ja jatetdéan toinen
vaite harjoitustehtdviiksi. Kohdan (6.7) mukaan pitdé siis osoittaa, ettd Vo : x €
(AN B)¢ <> x € A°U B¢ on tosi. Kiinnitetdén = ja huomataan, ettd komplementin
mééritelméin eli kohdan (6.9) mukaan x € (AN B)® tédsmailleen silloin, kun = ¢
AN B. Néin ollen z € (AN B)¢ on viitelauseen © € A N B negaatio. Koska
leikkauksen madritelmén eli kohdan (6.10) mukaan z € AN B tasmilleen silloin,

kun © € AAx € B, niin lauselogiikan De Morganin lakien eli kohdan (2.3) mukaan

—~(r€(ANB)) < —(reA)V-(reB).
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Koska —(z € A) V =(z € B) komplementin mééritelmén mukaan tésmélleen silloin,
kun z € A°V z € B¢ ja edelleen yhdisteen mééritelmén eli kohdan (6.11) mukaan

tasmélleen silloin, kun = € A°U B¢, niin véite pétee. O

Seuraava lause taas antaa osittelulait joukoille. Lauselogiikan osittelulait esiteltiin
kohdassa (2.9).

Lause 6.8 (Osittelulait). Jos A, B ja C' ovat joukkoja, niin
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC(C),
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC).

Todistus. Osoitetaan, ettd AN (BUC) = (AN B)U(ANC) pitdd paikkansa ja

jatetadn toinen viite harjoitustehtaviksi. Oheinen kuva havainnollistaa véitteen

A

B

joukkoa. Kohdan (6.6) mukaan on siis todistettava, etta

(1) An(BUC)C (ANB)U(ANCQO),
(2) (ANB)U(ANC)C An(BUCQC).

Osoitetaan ensin kohta (1). Muistaen kohta (6.3) kiinnitetdan z € AN (B U C),
jolloin leikkauksen méaritelmén eli kohdan (6.10) mukaan = € A jax € BU C.
Koska z € B U (| niin yhdisteen mééritelmén eli kohdan (6.11) mukaan x € B tai
x € C. Jos x € B, niin edellisen nojalla € AN B. Jos taas x € C, niin vastaavasti
x € ANC. Néin ollen, koska x € Ajax € BUC, niinz € (ANB)U(ANC).
Siispé kohta (1) pétee.

Osoitetaan sitten kohta (2). Olkoon x € (AN B)U (ANC), jolloin x € ANB
taiz e ANC. Josx € ANB,niinzx € Ajax e B. Nédinollenz € Ajax e BUC
eliz € AN(BUC). Jos taas x € ANC, niin « € A ja x € C. Siten téssikin
tapauksessa v € Ajaxz € BUC elix € AN (BUC). Siispé kohta (2) péatee. [
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Huomataan, ettd De Morganin lait joukoille eli lause 6.7 todistettiin kohdan (6.7)
avulla listaamalla loogisesti yhtépitavid ehtoja sille, etté alkio sisdltyy joukkoon.
Todistus siis palautuu suoraan lauselogiikan De Morganin lakeihin eli kohtaan (2.3).
Joukkojen osittelulakien eli lauseen 6.8 todistus oltaisiin voitu tehda vastaavasti.
Usein kuitenkin samoiksi on todistettavana joukot, jotka on muodostettu avoimista
véitelauseista. Nédin ollen, ldhes poikkeuksetta, joukot kannattaa todistaa samoiksi
kuten lauseen 6.8 todistuksessa eli kohtaan (6.6) vedoten osoittamalla inkluusiot

molempiin suuntiin.

6.3. Useamman joukon leikkaus ja yhdiste. Liitdntélakien eli kohdan (6.13)
ja vaihdantalakien eli kohdan (6.12) mukaan kolmea joukkoa leikatessa tai yhdis-

tettdesséd operaatioiden jérjestykselld ei ole vélid. Néin ollen voidaan mééaritella @ - iﬁl.'@
useamman joukon leikkaus ja yhdiste. Jos n € N, niin joukkojen Ay, Ay,..., A, 1

leikkaus on

(A ={x:2 € A kaikilla i € {1,...,n}}
i=1
ja yhdiste on

UA ={x:2x € A;jollakin i € {1,...,n}}.

Talloin kohtien (6.1), (3.1) ja (3.4) seké leikkauksen ja yhdisteen méadritelmien eli
kohtien (6.10) ja (6.11) mukaan pétee

(NAi=AinAn--NA,,

=1

U&:mu@umu@.

i=1

Adrettomén joukon Ay, Ao, As, . .. leikkaus on
() Ai = {z: 2 € A kaikilla i € N}

ja yhdiste on
UAi = {x:x € A; jollakin ¢ € N}.


https://www.youtube.com/watch?v=ERH-GoCuH78
https://www.youtube.com/watch?v=ERH-GoCuH78
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Korostetaan, ettd esimerkiksi ()2, A; on vain merkintd joukolle {x : P(z)}, missd
P(z) ="z € A, kaikilla ¢ € N”. Siten kohdan (6.1) mukaan x € [;2, A; tdsmélleen
silloin, kun P(x) on voimassa. Sanotaan, ettd laajentamalla joukko-opin lasku-
toimitukset ddarettomén joukon leikkauksella ja yhdisteelld annetun perusjoukon

osajoukot muodostavat o-algebran.

Edelld maariteltiin leikkaus ja yhdiste kokoelmien {A4;}7 ; ja {4, }ien joukoille.
Niissd kokoelmissa indeksijoukko on {1,2,...,n} tai N. Leikkaus ja yhdiste voidaan
madritelld myos kokoelmalle, jossa indeksijoukko on miké tahansa joukko. Olkoon I
indeksijoukko ja { A; };c; kokoelma joukkoja. Téssi siis oletetaan, ettd indeksijoukon
I jokaiseen alkioon 17 liittyy jokin joukko A;. Talloin kokoelman {A;};c; joukkojen

leikkaus on

(A ={x: 2 € A kaikilla i € T} (6.14)
1€l

ja yhdiste on
JAi ={x:2 € A jollakin i € I}. (6.15)
i€l

Esimerkiksi jokainen epétyhji joukko A voidaan esittdd alkioittensa muodostamien

joukkojen yhdisteené:

A= J{=}.

z€A
Indeksijoukkona téssé on siis joukko itse. Sanotaan, ettd kokoelma {A;};c; on

joukon A ositus, jos kokoelman joukot ovat keskenddn pistevieraat eli
kaikilla ¢, 5 € I, joilla ¢ # j, ja kokoelma peittdd joukon A eli
A=JA (6.17)
iel
Esimerkiksi kokoelma {{x}},ca osittaa joukon A, oli A mikd tahansa epétyh-
ja joukko. Huomataan myos, ettéd parillisten ja parittomien kokonaislukujen eli

esimerkin 6.2 kohdan (2) joukkojen E ja O muodostama kokoelma {E,O} on

lauseen 5.11 mukaan kokonaislukujoukon 7Z ositus.

Seuraava lause osoittaa, ettd De Morganin lait eli lause 6.7 yleistyy mille tahansa

kokoelmalle joukkoja. Lauseen 6.7 véite saadaan valitsemalla I = {1, 2}.
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Lause 6.9 (De Morganin lait). Jos I on indeksijoukko ja { A;}icr kokoelma joukkoja,

(ﬂAZ)C =J4  ja (UAZ)C: A

icl icl el el

nun

Todistus. Osoitetaan, ettd vasemman puoleinen viite pitdd paikkansa ja jatetdan
oikean puoleinen véite harjoitustehtéviksi. Olkoon siis = € ((1),c; 4:)¢, jolloin
x & (),c; Ai- Leikkauksen mééritelmén eli kohdan (6.14) mukaan ei siis ole totta,
ettd z € A; kaikilla ¢ € I. Néin ollen negaation ja kvanttoreiden vaihtosééntojen eli
kohdan (3.3) mukaan on olemassa i € [ siten, ettd € A¢. Yhdisteen méaaritelméan
eli kohdan (6.15) mukaan télloin x € | J,o; Af. Siispa ((,c; 4i)° C U,er A5

Olkoon sitten = € |J,; A5, jolloin on olemassa i € I siten, ettd 2 € AS. Negaation
ja kvanttoreiden vaihtosddnnon mukaan ei siis ole totta, ettd x € A; kaikilla ¢ € 1.
Niin ollen @ ¢ (,c; A; eli @ € ((,c; Ai)°. Siispd U, c; AF C (MNies Ai)° O

Seuraava lause yleistdé osittelulait eli lauseen 6.8 mille tahansa kokoelmalle

joukkoja. Lauseen 6.8 viite saadaan valitsemalla I = {1, 2}.

Lause 6.10 (Osittelulait). Jos A on joukko, I on indeksijoukko ja {A;}icr on

kokoelma joukkoja, niin

Am(UAi):UAmAi ja Au(ﬂAi):ﬂAuA,-.

iel el el el

Todistus. Osoitetaan, ettd vasemman puoleinen viite pitdd paikkansa ja jatetdan
A;), jolloin

r € Ajax € |, Ai- Yhdisteen mééritelmén eli kohdan (6.15) mukaan on siis

oikean puoleinen viite harjoitustehtéviksi. Olkoon siis z € AN (UJ,;
olemassa ¢ € I siten, ettd x € A;. Koska liséiksi x € A, niin x € AN A;. Nain ollen
v €U ANA,;. Siispad AN (U Ai) C Ui AN A

Olkoon sitten z € | J,c; A N A;, jolloin on olemassa i € I siten, ettd x € AN A,
cize€ AjaxreA;. Nainollen x € Ajax € J, ., Aielize AN (U, Ai). Siispa
Uier AN Ai € AN (Ujer 4i)- U
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7. RELAATIO

Alkioiden =z ja y muodostama jdrjestetty pari (x,y) on Kuratowskin®® mii-
ritelmén mukaan joukko {{z},{z,y}}. Téallaisille pareille patee (z,y) = (z,w)
tasmélleen silloin, kun x = z ja y = w. Huomautetaan, ettéd jarjestettyid paria
ei voida mééritella kahden alkion jonoksi, silld jono on kuvaus ja kuvaus tullaan
kappaleessa 7.1 maédrittelemédn jarjestetyn parin avulla méériteltavén relaation

avulla. Joukkojen A ja B karteesinen tulo on joukko

AxB=A{(z,y):x € Ajay e B}. (7.1)
Esimerkiksi taso, jota myos usein kutsutaan xy-koordinaatistoksi, on

R*>=R xR = {(v,9) : z,y € R}.

Maaritellaan rekursiivisesti R*T! = R™ x R kaikille n € N. T&alloin esimerkiksi

avaruus on
R® = {(2,9,2) : 7,9,z € R}.

Sanotaan, etté relaatio joukolta A joukolle B on karteesisen tulon A x B osajoukko.
Jos R C A x B ja(z,y) € R, niin sanotaan, etti alkio z € A on relaatiossa R
alkion y € B kanssa. Relaatio siis kertoo kuinka kahden joukon alkiot suhtautuvat

toisiinsa.

Esimerkki 7.1. Olkoot A = {1,2,3,4}, B = {1,2}, C = [1,4] ja D = [1,2]. T&llsin

joukkoa
Ax B=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2)}

voidaan havainnollistaa listaamalla joukon A ja joukon B alkiot omiin sarakkeisiinsa

39Kazimierz Kuratowski (1896-1980)


https://www.youtube.com/watch?v=PjujQ1NcHiQ
https://www.youtube.com/watch?v=PjujQ1NcHiQ
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ja yhdistdmélls alkioparit viivoilla. Sitd voidaan myos havainnollistaa tason R?

osajoukkona. Joukkoja

Ax D= ({1} x [1,2)) U ({2} x [1,2]) U ({3} x [1,2]) U ({4} x [1,2]),
C x D=11,4] x [1,2].

voidaan samaan tapaan havainnollistaa tason R? osajoukkoina. Oikean puoleisessa

Y )

D p| [ O

1 2 3 4 z o x

kuvassa on myos hahmoteltu erésté relaatiota joukolta C' joukolle D.

Lause 7.2. Jos A, B, C ja D ovat joukkoja siten, etti A ja B ovat epdtyhjid, niin
A C C ja B C D tiasmdlleen silloin, kun

Ax BcCCxD.

Todistus. Jos A, B, C' ja D ovat suljettuja reaalilukuvilejé, niin oheinen kuva

Y

D Ax B

C i

havainnollistaa lauseen véitettd. Osoitetaan, ettd ehdoista A C C' ja B C D seuraa
A x B C C x D, ja jitetdadn toinen suunta harjoitustehtaviksi. Muistaen kohta
(6.3) kiinnitetddn x € A x B, jolloin karteesisen tulon mééritelmén eli kohdan (7.1)

mukaan on olemassa z € A ja y € B siten, ettd x = (x,y). Koska oletuksen mukaan
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A C Cja B C D, niin péatee myos € C ja y € D. Néin ollen karteesisen tulon

mééritelmin mukaan (x,y) € C' x D eli x € C' x D. Siispa viite pétee. O

Seuraavat kaksi lausetta tarkastelevat kuinka joukkojen leikkaaminen ja yh-

distaminen toimivat karteesisessa tulossa.

Lause 7.3. Jos A, B ja D ovat joukkoja, niin
Ax (BND)=(Ax B)n(Ax D),
Ax (BUD)=(Ax B)U(AxD,).

Todistus. Osoitetaan, ettd A x (BN D) = (A x B) N (A x D) pitdéd paikkan-

sa ja jitetddn toinen viite harjoitustehtéiviksi. Jos A, B ja D ovat suljettuja

Y

Ax (BND)

A X

reaalilukuvilejé, niin vaitettd voidaan havainnollistaa oheisella kuvalla. Olkoon
(z,y) € Ax(BND), jolloin karteesisen tulon mééritelmén eli kohdan (7.1) mukaan
xre€Ajaye BND.Koskay € Bjay€ D, niin (z,y) € AX Bja(z,y) € Ax D
eli (z,y) € (Ax B)N(Ax D). Néinollen A x (BND)C (Ax B)N(Ax D).
Jos taas (z,y) € (Ax B)N (A x D), niin (z,y) € AXx Bja (z,y) € Ax D
ja siten x € A,y € B jay € D. Niin ollen (z,y) € A x (BN D). Siispa
(AxB)N(Ax D) C Ax (BND,). O

Seuraava lause kertoo kuinka leikkaaminen ja yhdistdminen toimivat karteesisessa
tulossa yleisemmaéssé tilanteessa. Valitsemalla siind C' = A ollaan lauseen 7.3

tilanteessa.
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Lause 7.4. Jos A, B, C ja D ovat joukkoja, niin
(AxB)Nn(CxD)=(ANC) x (BND),
(AxB)U(CxD)cC (AuC) x (BUD,.

Todistus. Todistus jatetddn harjoitustehtavaksi. O

7.1. Kuvaus. Relaation R C A x B kddnteisrelaatio on joukko

Luentovideo 17

R'={(y,r)eBxA:(r,y) € R} C Bx A. (7.2) L T
O
Huomataan, ettd kddnteisrelaatio on relaatio joukolta B joukolle A ja ettéd kéédnteis- E 2 ol
‘£ gr X
relaation kéénteisrelaatio on relaatio itse. Jos C' C A, niin sanotaan, ettéd joukon C' i!:'r: o'+

kuvajoukko relaatiossa R C A x B on @
R(C)={y € B: (z,y) € R jollakin z € C'} C B. (7.3)

Sanotaan, etti relaatio R C Ax B on kaikkialla mddritelty, jos joukon B kuvajoukko
kiifinteisrelaatiossa on joukko A, ts. R71(B) = A. Relaatio R on yksiarvoinen, jos
joukossa {y € B : (x,y) € R} on korkeintaan yksi alkio kaikilla x € A eli
jokainen joukon A alkio on relaatiossa korkeintaan yhden joukon B alkion kanssa,

ts. jokaisella x € A ja y,z € B ehdoista (z,y) € R ja (z,2) € R seuraa y = 2.

Lause 7.5. Jos A ja B ovat joukkoja, niin relaatio R C A X B on kaikkialla
mdadritelty tasmdlleen silloin, kun jokaiselle x € A on olemassa y € B siten, ettd
(x,y) € R.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd R on kaikkialla méaritelty. Talloin madritelméan
mukaan A C R~!(B). Niin ollen kiinteisrelaation mééiritelmén eli kohdan (7.2)
ja kuvajoukon méiritelmén eli kohdan (7.3) mukaan jokaiselle x € A on olemassa
y € B siten, etté (y,z) € R eli (z,y) € R.

Oletetaan sitten, etté jokaiselle z € A on olemassa y € B siten, ettd (z,y) € R
eli (y,z) € R™'. T&lloin méiritelmien mukaan A C R™!(B). Koska triviaalisti
R™'(B) C A, niin R on kaikkialla mééritelty. O

Sanotaan, etté relaatio f C A x B on kuvaus (tai funktio), jos se on kaikkialla

médritelty ja yksiarvoinen. Lauseen 7.5 ja yksiarvoisuuden mééritelméan mukaan


https://www.youtube.com/watch?v=k7Pi3atufTE
https://www.youtube.com/watch?v=k7Pi3atufTE
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f on kuvaus tésmiélleen silloin, kun jokaiselle z € A on olemassa yksikésitteinen
y € B siten, etté (x,y) € f. Talloin kdytetddn merkintdé f(z) = y ja sanotaan, etté
y on alkion x kuvapiste kuvauksessa f. Kuvaus voidaan siis médritelld ilmoittamalla
kuinka kuvapiste méardytyy kullekin ldht6joukon alkiolle. Kuvausta f joukolta A
joukolle B merkitaén f: A — B ja sanotaan, ettd A on kuvauksen ldhtdjoukko ja
B maalijoukko.

Esimerkki 7.6. (1) Olkoot A = {1,2,3,4} ja B = {1,2}. Talloin relaatio {(1,1),
(2,1),(3,2)} C A x B on yksiarvoinen, mutta ei ole kaikkialla mééritelty, silld alkio

Y Y
2 . 2
1y - 1
1 2 3 4 = 1 2 3 4 =

4 € A ei ole relaatiossa minkééin joukon B alkion kanssa. Relaatio {(1,2), (2, 1),
(3,1),(4,1),(4,2)} C Ax B on kaikkialla mééritelty, mutta ei ole yksiarvoinen, silld
alkio 4 € A on relaatiossa alkioiden 1 € B ja 2 € B kanssa. Néin ollen kumpikaan

relaatioista ei ole kuvaus joukolta A joukolle B.

(2) Tarkastellaan relaatiota f = {(z,y,2z* +v?) : (z,y) € R*} C R? x R ja perus-

tellaan, ettd se on kuvaus f: R? — R. Relaatio f on lauseen 7.5 mukaan selvisti

pess==asl

kaikkialla mééritelty, silld jokainen 1ihtdjoukon alkio (z,y) € R? on relaatiossa jon-

kun maalijoukon R alkion, nimittiin reaaliluvun 22 + g2 kanssa. Koska mééritelmin
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mukaan reaaliluku 22 + y? on my6s ainoa maalijoukon alkio, jonka kanssa (z, %) voi
olla relaatiossa, niin f on yksiarvoinen. Siispd f on kuvaus f: R? — R. Kuvausta
f on havainnollistettu oheisessa kuvassa. Siini ldhtdjoukkona toimiva taso R? on
”vaakasuorassa” ja maalijoukko R on ”pystyssd” eli ldhtojoukkoon ndhden kohti-
suorassa. Kuvaus f siis liitté#é jokaiseen lihtdjoukon R? eli ”vaakasuoran” tason
pisteeseen yksikésitteisen reaaliluvun, joka kuvasta katsoen madrdytyy kuljetun

matkan pituutena kulkiessa lahtopisteestd ”pystysuoraan” ylospéin kuvaajalle.

(3) Tarkastellaan relaatiota g = {(t,cos(t),sin(t)) : t € R} C R x R? ja perustel-

laan, ettd se on kuvaus g: R — R2. Koska jokainen lihtojoukon alkio ¢t € R on

Nl

relaatiossa jonkun maalijoukon alkion, nimittdin tason pisteen (cos(t),sin(t)) kans-
sa, niin g on lauseen 7.5 nojalla kaikkialla maéaritelty. Koska mééaritelmén mukaan
tason piste (cos(t),sin(t)) on myds ainoa maalijoukon alkio, jonka kanssa t voi olla
relaatiossa, niin ¢ on yksiarvoinen. Néin ollen ¢ on kuvaus g: R — R2. Oheinen ku-
va havainnollistaa kuvausta ¢. Siini lihtdjoukko R on ”pystyssd” ja maalijoukko R?
on "vaakasuorassa” eli lahtojoukkoon ndhden kohtisuorassa. Kuvaus g siis liittda jo-
kaiseen ldhtojoukon R eli "pystysuoran” reaalilukuakselin pisteeseen yksikésitteisen
tason pisteen, joka kuvasta katsoen méardytyy kulkemalla 1dhtopisteestéd ”vaaka-
suoraan” kuvaajalle ja ”pudottautumalla” alas maalijoukolle eli ”vaakasuoralle”
tasolle R,

Kuvaus f: A — B voidaan siis esittdd muodossa

f={(x,f(x)) € AxB:ae A} C Ax B. (7.4)

Jos kuvaus f: A — B ajatellaan "sdantona”, joka liittda jokaiseen joukon A

alkioon tdsmaélleen yhden joukon B alkion, niin kohdan (7.4) joukkoa kutsutaan
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usein kuvauksen f kuvaajaksi — siitd huolimatta, ettd se on méaéritelméansa mukaan
kuvaus itse. Kuvajoukon maédritelmén eli kohdan (7.3) mukaan joukon C' C A

kuvajoukko kuvauksessa f: A — B on joukko
f&)y=A{f(x)e B:xeC} CB. (7.5)
Joukon D C B alkukuva kuvauksessa f on joukon D kuvajoukko kéénteisrelaatiossa
f~teli
' (D)={re€A: f(x) e D} C A. (7.6)
Koska kuvaus on kaikkialla mééritelty, niin huomataan, ettd maalijoukon alkukuva
on ldhtdjoukko, ts. f~1(B) = A.

Tarkastellaan seuraavaksi mité joukkojen leikkauksen ja yhdisteen kuvajoukosta

voidaan sanoa.

Lause 7.7. Jos f: A — B on kuvaus ja C,D C A ovat joukkoja, niin

flenb)cre)nf),
flCuD)=f(C)uf(D).

Todistus. Osoitetaan, ettd f(C U D) = f(C) U f(D) pitda paikkansa ja jatetdan
toinen véite harjoitustehtéaviksi. Olkoon siis y € f(C' U D), jolloin kuvajoukon
médritelmén eli kohdan (7.5) mukaan on olemassa x € C'U D siten, ettd f(z) = y.
Koska x € C' tai x € D, niin f(z) € f(C) tai f(z) € f(D) eli f(x) € f(C)U f(D).
Siispd f(C'U D) C f(C)U f(D).

f(D),niiny € f(C) taiy € f(D). On siis olemassa = € C' ja
x' € D siten, ettd y = f(x) tai y = f(2'). Koska 2,2 € C' U D, niin y € f(C' U D).
Stispd f(C)U f(D) C f(CUD). 0

Jos taas y € f(C)U

Seuraavan lauseen mukaan joukkojen leikkaaminen ja yhdistdminen voidaan

tehdd ennen alkukuvan ottamista tai sen jélkeen.

Lause 7.8. Jos f: A — B on kuvaus ja C, D C B ovat joukkoja, niin
fHenD)=fHC)n fH(D),
fHCuD) = fHC)U D).
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Todistus. Osoitetaan, ettd f~1(C' N D) = f~4C) N f~Y(D) pitéi paikkansa ja
jitetddn toinen viite harjoitustehtiiviiksi. Olkoon siis x € f~1(C N D), jolloin
alkukuvan maéaritelmén eli kohdan (7.6) mukaan f(z) € C'N D. Koska f(z) € C
ja f(x) € D, niin z € f7YC) jaxz € f74(D)elixz e f71(C)N f~1(D). Siispi
fHenD)c A (C)n fY(D).

Jos taas z € f~1(C) N f~YD), niin x € f71(C) ja z € f~1(D). Niin ollen
f(z) € Cja f(z) € Deli f(x) € CND jasiten z € f~1(C'N D). Siispa f~1(C) N
YD) c f/{(CnD). O

Selvitetddn vield mitd useamman joukon leikkauksen ja yhdisteen kuvajoukosta

voidaan sanoa.

Lause 7.9. Jos f: A — B on kuvaus, I on indeksijoukko ja {A;}icr kokoelma
joukon A osajoukkoja, niin
f(ﬂ Ai) A a f(U Ai) — (A,
iel i€l iel i€l
Todistus. Osoitetaan jalkimméiinen véite ja jdtetddn ensimméinen viite harjoitus-

tehtéviksi. Olkoon siis y € f({J,c; Ai), jolloin on olemassa x € (J,.; A; siten, ettd

f(z) = y. Koska = € (J,.; A;, niin on olemassa iy € I siten, ettzéiejx € A;,. Néain
ollen y = f(z) € f(Ay) jay € Use, f(Ai). Siispé f(Uier Ai) © Ui f(A).

Jos taas y € (J;; f(A;), niin on olemassa iy € I siten, ettd y € f(4;). On
siis olemassa x € A;, siten, ettd f(x) = y. Koska x € |J;c; 4;, niin y = f(z) €

f(Uz'GI A;). Siispd Uie[ f(A) C f(UiEI Ay). O

Myo6s useamman joukon tapauksessa joukkojen leikkaaminen ja yhdistdminen

voidaan tehdé ennen alkukuvan ottamista tai sen jélkeen.

Lause 7.10. Jos f: A — B on kuvaus, I on indeksijoukko ja {B;}ic; kokoelma

joukon B osajoukkoja, niin
! (ﬂ Bi) - ﬂf‘l(Bi) ja  f7! <U BZ») = Uf‘l(Bi).
iel iel iel iel
Todistus. Osoitetaan ensimméinen viite ja jatetdéan jalkimmaéinen véite harjoitus-
tehtéviksi. Olkoon siis z € f~'(,c; Bi), jolloin f(z) € (,c; Bi. Koska f(z) € B;
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kaikilla ¢ € I, niin « € f71(B;) kaikilla i € I eli z € (., f'(B;). Siispd
f_l(ﬂiel Bi) C ﬂiez f_1<Bi)-

Jos taas @ € (,c; f~1(B;), niin « € f~(B;) kaikilla i € I. Néin ollen f(z) € B;
kaikilla 7 € I eli f(z) € (;o; Bi ja siten z € f~1((,c; Bi). Siispé (;e; [~ (Bs) C
f‘l(ﬂ@-ef Bi)- O

7.2. Ekvivalenssi ja jarjestys. Relaatiota joukolta A joukolle A kutsutaan ly-
hyemmin relaatioksi joukolla A. Jos R ja S ovat relaatioita joukolla A, niin nii-

—a-a
Q-'-'!J:;'I-.@ den yhdistetty relaatio on S o R = {(x,z) : (x,y) € Rja(y,z) € S jollakin
Il haagd, .,
&iﬁhﬁiﬁ y € A} C A x A. Yksikkorelaatio joukolla A on I = {(x,z) : x € A}. Relaatio R
o u., _.!#: joukolla A on
o ) 1) refleksiivinen, jos I C R,
2) antirefleksiivinen, jos I N R = {),

3) symmetrinen, jos R = R,

)
6) tiysi, jos RUR™ = Ax A.

)
)
4) antisymmetrinen, jos RN R~ C I,
) transitiivinen, jos Ro R C R,

)

(
(
(
(
(
(

Sanotaan, ettid relaatio on ekvivalenssi, jos se on refleksiivinen, symmetrinen ja
transitiivinen. Ekvivalensseja merkitd&n usein symbolilla ~ tai vastaavilla. Jos
~ C A x A on ekvivalenssi joukolla A ja (z,y) € ~, niin voidaan my6s merkita

x ~y. Jos taas (x,y) ¢ ~, niin voidaan vastaavasti merkita x ¢ y.

Relaatio on osittainen jdrjestys, jos se on refleksiivinen, antisymmetrinen ja
transitiivinen. Taytta osittaista jarjestystd sanotaan jarjestykseksi. Jarjestyksia
merkitddn usein symbolilla < tai vastaavilla. Jos < C A x A on osittainen jérjestys
joukolla A, niin voidaan taas merkitd = < y, jos (x,y) € <, jax £ y, jos (x,y) ¢ <.

Kaytetaan vastaavaa merkintdd myos muiden joukon A relaatioiden kanssa.

Lause 7.11. Relaatio R joukolla A on

(1) refleksiivinen tasmdlleen silloin, kun jokaiselle x € A pitee xRz,
(2) antirefleksiivinen tismdlleen silloin, kun jokaiselle x € A pdtee xRz,
(3) symmetrinen tasmdalleen silloin, kun jokaiselle x,y € A ehdosta xRy seuraa

yRx,


https://www.youtube.com/watch?v=IT6WZsb-D38
https://www.youtube.com/watch?v=IT6WZsb-D38
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(4) antisymmetrinen tasmdlleen silloin, kun jokaiselle x,y € A ehdoista xRy ja
yRx seuraa x =y,

(5) transitisvinen tasmdlleen silloin, kun jokaiselle x,y,x € A ehdoista xRy ja
yRz seuraa xRz,

(6) tiysi tasmdlleen silloin, kun jokaiselle z,y € A pdtee xRy tai yRz.

Todistus. Kohta (1) pitda paikkansa, silld kohdan (6.3) mukaan [ C R ja Vz,y :
(x,y) € I — (z,y) € R ovat yhtépitdavit ja niistd jalkimméinen on selvésti
yhtépitava ehdon Vo : x € A — (z,x) € R kanssa. Kohta (2) taas pitdd negaation
ja kvanttoreiden vaihtosdénnon eli kohdan (3.3) mukaan paikkansa, silli TN R # (),
dz,y: (z,y) € I A (x,y) € Rjadx: (x,z) € R ovat yhtipitivit. Osoitetaan sitten
kohta (3). Kohdan (6.7) mukaan R = R~! on yhtépitivi ehdon Vz,y : (z,y) € R <
(z,y) € R~! kanssa. Koska Vx,y : (z,y) € R — (y,z) € R~ nihdiin vain alkioiden
x ja y roolit vaihtamalla yhtépitdviksi ehdon Vz,y : (z,y) € R™! — (y,z) € R

kanssa, niin kohta (3) pétee.

Kohta (4) pitéid paikkansa, silld kohdan (6.3) mukaan RN R~ C I on yhtépitivi
ehdon Vz,y : (z,y) € RN R — (x,y) € I ja edelleen kohdan (7.2) nojalla
ehdon Vz,y : (z,y) € RA (y,x) € R — = = y kanssa. Kohta (5) taas pitda
paikkansa, silla kohdan (6.3) ja relaation R o R mukaan ehdot Ro R C R, Vz, z :
(x,2) € RoR — (x,2) € RjaVa,y,z: (z,y) € RA(y,2) € R — (x,2) € R ovat
yhtapitavit. Osoitetaan lopuksi kohta (6). Kohtien (6.3) ja (7.2) mukaan ehdot
AxACRUR Vz,y: (z,y) € RUR ' jaVz,y: (z,y) € RV (y,x) € R ovat
yhtapitavat. Koska miki tahansa relaatio joukolla A on joukon A x A osajoukko,
niin kohta (6) pétee. O

Jos < on jérjestys joukolla A, niin sen avulla voidaan maéritella aito jarjestys <
asettamalla x < y, jos © < y ja x # y. Télloin jokaiselle z,y € A pétee joko x < v,
xr =y tai y < z. Vakiintunut terminologia on relaatioiden kannalta téssé kohdin
hieman epélooginen, silld aito jarjestys ei ole refleksiivinen eikd antisymmetrinen

eiké siten jarjestys.

Esimerkki 7.12. (1) Kohdassa (6.3) mééritelty inkluusio C on osittainen jérjestys
annetun perusjoukon X osajoukkojen muodostamalla kokoelmalla. Tarkistetaan

vaaditut ehdot lauseen 7.11 avulla: Inkluusio on refleksiivinen, silli A C A kaikilla
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joukoilla A. Se on antisymmetrinen, silld kohdan (6.6) mukaan ehdoista A C B
ja B C A seuraa A = B. Inkluusio on transitiivinen, silléd kohtien (6.3) ja (2.11)
mukaan ehdoista A C B ja B C C seuraa A C C. Se ei kuitenkaan ole jarjestys,
silla esimerkiksi {z} ¢ {y} ja {z} ¢ {y} aina kun z,y € X siten, ettd x # y.

(2) Tavallinen pienempi tai yhtdsuuri kuin -merkki < on relaatio {(z,y) €

R? : z < y}, jota voidaan tason R? osajoukkona havainnollistaa oheisella kuvalla.

Lauseen 7.11 avulla on helppo niéhda, ettd se on jarjestys joukolla R: Koska = < x
kaikilla x € R, niin < on refleksiivinen. Koska ehdoista = < y ja y < x seuraa
r =y, niin < on antisymmetrinen. Koska ehdoista = < y ja y < 2z seuraa = < 2,

niin < on transitiivinen. Koska = < y tai y < x kaikilla x,y € R, niin < on téysi.

(3) Madritelldén relaatio ~ joukolla Z asettamalla m ~ n, jos on olemassa k € Z
siten, ettd m — n = k. Relaatio ~ on télloin lauseen 7.11 mukaan ekvivalenssi:
Olkoon n € Z, jolloin n—n = 0 jan ~ n eli ~ on refleksiivinen. Olkoon sitten m ~ n.
Talloin on olemassa k € Z siten, ettd m —n = bk. Koska n —m = 5(—k), niin myos
n ~ m ja ~ on symmetrinen. Olkoon lopuksi m ~ n ja n ~ p. Té&lloin on olemassa
k,l € Z siten, ettd m—n = 5k jan—p = 5l. Koska m—p =m—n+n—p =5(k+1),

niin myos m ~ p ja ~ on transitiivinen.

Jos ~ on ekvivalenssi joukolla A, niin alkion x € A médraaméa kuvajoukkoa

2] =~{2})={ycA:z~y}CA

kutsutaan ekvivalenssiluokaksi. Ekvivalenssiluokkien muodostama kokoelma

Al ={[x]: x € A}
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on joukon A tekijijoukko ekvivalenssin ~ suhteen. Seuraava lause osoittaa, etté
tekijdjoukko on ositus eli se toteuttaa ehdot (6.16) ja (6.17).

Lause 7.13. Jos ~ on ekvivalenssi joukolla A, niin kokoelma A/. on joukon A
ositus. Kddantdien, jos kokoelma {A;}icr on joukon A ositus, niin {(z,y) : x,y €

A; jollakin i € 1} on ekvivalenssi joukolla A.

Todistus. Osoitetaan ensimméinen viite ja jatetdédn jalkimmaéinen véite harjoitus-
tehtaviksi. Oletetaan siis, ettd ~ on ekvivalenssi joukolla A. Olkoon x,y € A. Jos
[] N [y] # 0, niin on olemassa z € [x] N [y]. Talloin z € [z] ja z € [y] eli z ~ 2 ja
y ~ z. Koska ~ on symmetrinen ja y ~ z, niin lauseen 7.11 kohdan (3) nojalla
z ~ y. Koska ~ on transitiivinen, x ~ z ja z ~ y, niin lauseen 7.11 kohdan (5)
nojalla x ~ y. Jos siis w € [z], niin symmetrisyyden ja transitiivisuuden nojalla
w € [y]. Jos taas w € [y], niin vastaavasti ndhdaén, ettd w € [z]. Siispa [z] = [y].
Ollaan siis osoitettu, ettd jokaiselle x,y € A pétee joko [z] N [y] = 0 tai [z] = [y].

Néin ollen (6.16) on voimassa.

Koska [r] C A kaikilla € A, niin [J,.4[z] C A. Toisaalta, koska = € [z] ja
siten {x} C [z] kaikilla € A, niin kohdan (6.3) mukaan A = J, {2z} C U,calz].

Siispé
A=l
x€A
ja myos (6.17) on voimassa. U

Esimerkki 7.14. Tarkastellaan esimerkin 7.12 kohdan (3) ekvivalenssia ~. Luvun
n € Z maaraamé ekvivalenssiluokka on joukko [n] = {n — bk : k € Z}. Koska
jokainen n € Z on ekvivalentti jonkun joukon {0, 1,2, 3,4} luvun kanssa, niin Z/ ... =
{101, [1], 2], [3], [4]}. Lauseen 7.13 mukaan tdmé& kokoelma osittaa kokonaisluvut.
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looginen yhtépitavyys, 13
lukumaéaaraluvut, 32, 56
luonnolliset luvut, 32, 56
alkuluku, 28, 41
lahtojoukko, 74

maalijoukko, 74
molekyylilause, 10

médritelmé, 28

naiivi joukko-oppi, 56
negaatio, 10
negaation ja kvanttoreiden

vaihtosdannot, 21

olemassaolokvanttori, 20
oletus, 29

osajoukko, 58

osittainen jarjestys, 78
osittelulait, 15, 66, 69

ositus, 68

paradoksi
Cantorin paradoksi, 55
Russelin paradoksi, 60
parillinen, 32
pariton, 32
peite, 68
perhe, 56
perusjoukko, 57
poissuljetun kolmannen laki, 13
poissuljetus ristiriidan laki, 14
predikaattilogiikka, 20
propositio, 29

HAKEMISTO 85

puoliavoin véli, 57
Pythagoraan lause, 6
padttelyketju, 19
padttelylause, 16

rationaaliluvut, 32, 57

reaalifunktio
jatkuva, 25

reaaliluvut, 32
véli, b7

refleksiivinen, 78

rekursio, 36

relaatio, 70
antirefleksiivinen, 78
antisymmetrinen, 78
ekvivalenssi, 78
ekvivalenssiluokka, 80
funktio, 73
jarjestys, 78
kaikkialla méaaritelty, 73
kuvajoukko, 73
kuvaus, 73
kédanteisrelaatio, 73
osittainen jarjestys, 78
refleksiivinen, 78
symmetrinen, 78
tekijéjoukko, 81
transitiivinen, 78
taysi, 78
yvhdistetty relaatio, 78
yksiarvoinen, 73
yksikkorelaatio, 78

ristiriita, 12
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Russelin paradoksi, 60

samat joukot, 59
seuraus, 29

suljettu vali, 57
suora todistus, 18, 31
syllogismi, 17

symmetrinen, 78

taso, 70

tautologia, 12

tekijajoukko, 81

teoreema, 29

todistus, 29
epasuora todistus, 18, 49
induktiotodistus, 34
kédnteinen suora todistus, 18, 48
suora todistus, 18, 31

totuustaulukko, 10

transitiivinen, 78

tyhja joukko, 56

taysi relaatio, 78
universaalikvanttori, 20

vaihdantalait, 65
vastaesimerkki, 47
viite, 29
viitelause, 9

avoin viaitelause, 20
vali, 57

yhdiste, 62
kokoelman, 68
ddrellisen monen, 67
ddarettoméan monen, 67
yvhdistetty relaatio, 78
yksiarvoinen, 73
yksikkorelaatio, 78
yksikésitteinen, 47

adreton vali, 57
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