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”Olen, siis ajattelen”

Friedrich Nietzsche (1882)
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ALKULAUSE

Luentomoniste pyrkii kokoamaan esitetystd materiaalista kattavan ja ehkd myos
hieman tarvittavaa laajemman kuvan, jolloin opiskelussa voidaan keskittya yk-
sittdisten aiheiden tarkempaan pohtimiseen. Monisteen marginaaleista 16ytyy linkit
luentovideoihin, jotka pyrkivit kdyméan siséllon oleelliset asiat 14pi ja rakentamaan
monisteelle selkedn rungon. Tavoitteena on ollut rakentaa kokonaisuus, joka antaa

vahvan pohjan analyysin opiskeluun.

Vaikka matemaattinen sisélté monisteessa on standardi, niin materiaalin valittu
esitystapa noudattelee kirjoittajan omaa nakemysté. Kirjoitustyossd hyodyksi on
ollut Martti Pesosen ja Pekka Smolanderin luentomoniste Matematiikan johdan-
tokurssi vuodelta 2018. Monistetta kirjoittaessa on kiinnitetty erityistd huomiota

matematiikan hyvéin esittdmiseen.



1. MITA ANALYYSI ON7?

Analyysi on matematiikan osa-alue, joka késittelee jatkuvaa muutosta ja tdmén
tutkimiseen kehitettyja menetelmia. Usein silla tarkoitetaan reaali- ja komplek-
silukujen ja funktioiden d#rettomien pienten muutosten tarkastelua. Analyysi
on kehittynyt differentiaali- ja integraalilaskennasta, joka kattaa analyysin pe-
ruskésitteet ja -menetelmét. Sen tuloksia kiytetédédn kaikilla fysikaalisten tieteiden
aloilla, tietojenkésittelytieteesséa, tilastotieteessé, ladketieteessa ja taloustieteessa.
Analyysi kehitettiin, silld jatkuviin muutoksiin ja dérettémyyteen liittyvien tulosten

empiirinen perusteleminen osoittautui mahdottomaksi.

Matemaattiset ilmiot voidaan, matematiikan historiallista jakoa aritmetiikkaan
ja geometriaan mukaillen, jakaa karkeasti kahteen luokkaan, diskreetteihin ja jat-
kuviin. Diskreettejé ilmititd voidaan kuvata luonnollisten lukujen avulla kun taas
jatkuvien ilmididen kuvaamiseen tarvitaan reaalilukuja. Téllaisten lukujen, joiden
desimaaliesitys jatkuu ddrettoméan pitkdan, olemuksen ymmaéartdminen on analyysin
lahtokohta. Matemaattisia objekteja ei konkreettisesti ole olemassa, vaikka monet
ilmiot niitd ldheisesti muistuttavatkin. Esimerkiksi luonnolliset luvut eivét ole fyy-
sisid objekteja, vaan ne ovat késitteitd luotu kuvaamaan lukuméirid. Reaaliluvut
tarjoavat vastaavasti tyydyttavid malleja monenlaisille ilmioille, vaikka fyysisessa
maailmassa mittaamiseen riittdikin aina dérellinen méiri desimaaleja. Adrettoméin
pitkilla desimaaliesityksillé ei sindnsé ole konkreettista hyotyé, vaan deduktiiviset

rakenteet, joita ne ilmentévéit ja mahdollistavat, ovat kdyttokelpoisia.

Differentiaali- ja integraalilaskennan kehittivit toisistaan riippumatta Leibniz!
vuonna 1684 julkaistussa artikkelissa Nova Methodus pro Maximis et Minimis ja
Newton? vuonna 1687 julkaistussa kirjassa Philosophiae Naturalis Principia Ma-
thematica. He esittelivit toissddn yllattavan tuloksen, analyysin peruslauseen, joka
nykyterminologian mukaan antaa reaalifunktion méaaradmaélle pinta-alalle lasku-
kaavan sen antiderivaatan avulla. Lauseen mukaan derivointi ja integrointi ovat
siten toistensa ka#dnteisoperaatioita. Vaikka differentiaali- ja integraalilaskennan

tulokset fysikaalisten ilmididen kuvaamisessa olivat vélittomaésti kayttokelpoisia,

LGottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
saac Newton (1643-1727)
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niin kehitetty teoria ei silti ollut vield vakaalla pohjalla. Leibniz ja Newton mo-
lemmat kayttivat hyvikseen késitettd infinitesimaali, jolla tarkoitettiin nollasta
eroavaa arvoa lahempéné nollaa kuin mikéa tahansa reaaliluku. Vaikka kukaan
ei epaillyt tulosten oikeellisuutta, niin esitetty teoriapohja heréatti yleistd tyy-
tyméttomyytta. Anglikaanipappi Berkley? julkaisikin vuonna 1734 pamfletin The
Analyst: A Discourse Addressed to an Infidel Mathematician, jossa hin esitti sille

painavaa kritiikkia.

Bolzano* oli muiden tapaan epiilevi infinitesimaalien kiytostd. Hin esitte-
li tdsméllisen médritelmén funktion jatkuvuudelle vuonna 1816 ja oli myos en-
simmaéinen, joka ymmaérsi reaalilukujen tédydellisyyden. Ndiden avulla hén onnistui
tasméllisesti osoittamaan lauseen 4.2 viitteen: jos jatkuva funktio saa kahdella
reaaliluvulla erimerkkiset arvot, niin silld on lukujen viélissd nollakohta. Lause
todentaa intuitiivisen tulkinnan, jonka mukaan jatkuvan reaalifunktion kuvaaja
voidaan piirtdd nostamatta kynééd paperista. Bolzano joutui elaméén poliittisesti ja
matemaattisesti eristyksissé, joten hénen tyonsa tuli muun matemaattisen yhteison
tietoisuuteen vasta hédnen kuolemansa jialkeen. Tésta syystéd analyysin seuraavat
merkittivit kehittdjat Cauchy® ja Weierstrass®, jota myos kutsutaan modernin
analyysin isdksi, joutuivat pieneltd osin tekeméén padllekkéista tyoté.

Haasteet analyysin teoriapohjan kehittdmisessa liittyivét kysymyksiin ddrettoméan
suuriksi tai ddrettomsin pieniksi muodostuvien médrien merkityksesti. Zenonin”
paradoksin mukaan Akhilleus ei voi koskaan tavoittaa kilpikonnaa, silld takaa-
ajoasemassa olevan Akhilleuksen téaytyy ensiksi juosta siihen kohtaan, josta hénté
pakeneva kilpikonna aloitti oman juoksunsa. Jos kuvattua prosessia toistetaan vain
aarellisen monta kertaa, niin nédin todellakin on — Akhilleus ei péése kilpikonnan
edelle. Mutta mitd useamman kerran prosessia toistetaan, niin sitd lyhyemméksi
kilpikonnan etumatka jai, kun Akhilleus ehtii kohtaan misté kilpikonna aloitti sithen
toistoon liittyvan juoksunsa. Koska Akhilleus kuitenkin péésee jossain vaiheessa

kilpikonnan ohi, niin &éarettomén monta kertaa toistettu prosessi vastaa todellista

3George Berkeley (1685-1753)

4Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848)
% Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

6Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)

"Zenon Elealainen (n. 495-430 eaa.)
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kilpailutilannetta, nimittain sitd, missé Akhilleus on péadssyt kilpikonnan rinnalle.
Tama siitd huolimatta, ettd mitéddn prosessia ei tietenkédédn kaytdnnossa voida

toistaa darettoméan montaa kertaa.

Noin vuonna 250 eaa. Arkhimedes® selvitti tutkielmassaan Kuklou metrésis
ympyran pinta-alan. Ympyréan kehén suhdetta halkaisijaan merkitdan symbolilla
m. Koska r-sédteisen ympyran halkaisija on 2r, niin sen kehén pituus on néin

ollen 27r. Pinta-alan laskemiseksi Arkhimedes ositti ympyrdn samankokoisiin

* &

sektoreihin eli jakoi sen kuin piirakan ylld olevan kuvan mukaisesti. Tamén jdlkeen

hén jarjesti sektorit alla olevan kuvan mukaisesti uudelleen ja teki havainnon, etta

VWA AN

mitd kapeampiin sektoreihin ympyran osittaa, niin sitd paremmin ne uudelleen
jarjestettyna muistuttavat suorakaidetta. Koska arvioivan suorakaiteen korkeus
on noin r ja leveys noin puolet ympyréan kehén pituudesta eli 7r, niin r-séteisen
ympyrin pinta-alan tiytyy olla noin 772, Sen osoittamiseksi, ettd pinta-ala on
tasmélleen 772, téytyy vield paremmin ymmértii prosessi, jossa sektorit valitaan

kapeammiksi ja kapeammiksi.

Arkhimedes arvioi ympyrin pinta-alaa Eudoksoksen® kehittdmélld tyhjennysme-
netelmélld alhaalta ja ylhaalta tarkemmin ja tarkemmin, ja sitd kautta onnistui
laskemaan sen tarkan arvon. Hénen ajatuksenaan oli tarkastella mahdollisimman
suurta sdannollistd monikulmiota, joka siséltyy ympyraéan, sekd mahdollisimman

pientd sddnnollistda monikulmiota, joka siséltdd ympyréan. Oheinen kuva havainnol-

8Arkhimedes Syrakusalainen (n. 287-212 eaa.)
9Eudoksos Knidoslainen (n. 400-350 eaa.)



listaa tatd kahdeksankulmioiden avulla. Koska monikulmioiden pinta-alat voidaan
laskea alkeisgeometrian keinoin, niin ympyrén pinta-alalle saadaan alaraja ja ylédraja.
Kéayttamalla tarkastelussa useampikulmaisia monikulmioita saadaan pinta-alalle
tarkempia ja tarkempia arvioita. Néin saadaan osoitettua, ettd r-séteisen ympyran
pinta-ala A on tdsméalleen 772, Jos nimittéin olisi 772 < A, niin ympyrin sisille
loydetaan n-kulmainen sdénnollinen monikulmio, jonka pinta-ala M arvioi ym-
pyrin pinta-alaa A niin hyvin, ettd 7r? < M < A. Kyseinen monikulmio koostuu
n monesta tasakylkisestd kolmiosta, jonka kyljen pituus on r, kannan pituus on s
ja kantaa vastaavan korkeusjanan pituus on h < r. Koska monikulmion reunajano-
jen eli em. kolmioiden kantojen pituuksien yhteenlaskettu pituus on korkeintaan
ympyran kehén pituus eli ns < 277, niin monikulmion pinta-alalle saadaan arvio
M = n% < 7r?, miki on ristiriita. Koska vastaavasti myos oletus A < 77?2 johtaa

ristiriitaan, niin padttely osoittaa, etti r-siteisen ympyrin pinta-ala on 7r2.

Yksikk6ympyréin pinta-ala on Arkhimedeen tuloksen mukaan 7, joten tyhjen-

nysmenetelmé antaa myos keinon luvun 7 arvioimiseen. Arkhimedes onnistui

késin laskemaan, ettd 3 + % <m <3+ %. Tarkastelemalla edelld n-kulmaisia

saannollisia monikulmioita saadaan trigonometriaan vedoten pinta-alalle arvio
2sin(2) < 7 < ntan(EE
2,82842712 < m < 3,31370850 ja jos n = 1000, niin 3,14157198 < 7 < 3,14160299.
Esimerkissd 2.18 esitelldéin menetelmé arvioida lukua /2 alhaalta ja ylhaslta

tarkemmin ja tarkemmin, ja osoitetaan arvio 1,414213 < v/2 < 1,414214.

). Kahdeksankulmioiden tapauksessa saadaan siis arvio

Tamén luentomonisteen siséllollisené tavoitteena on selvittédéd analyysissa tarvitta-
via peruskésitteitd ja -menetelmid. Liséksi tavoitteena on oppia lukemaan todistuk-
sia sujuvasti tarvittaessa samalla tdydentden mahdollisia puuttuvia yksityiskohtia
sekd rakentamaan mallin avulla omia. Lukijalta oletetaan todistustekniikoiden

ymmaéartamista ja joukko-opin perusteiden hallintaa.



2. KUVAUS JA KAANTEISKUVAUS

2.1. Reaalifunktio. Joukkojen A ja B karteesinen tulo on joukko
Ax B={(x,y):x € Ajay € B}. (2.1)

Josn e Nja Ay, ..., A, ovat joukkoja, niin joukkojen Ay,..., A, 1 karteesinen
tulo médritellaén rekursiivisesti asettamalla Ay X -+ x A, X A1 = (Ap X -+ X
A,) X A,iq. Joukon A potenssi A™ on n-kertainen karteesinen tulo A x - - x A.
Karteesisen tulon A x B osajoukkoa R C A x B kutsutaan relaatioksi joukolta
A joukolle B ja jos (z,y) € R, niin sanotaan, ettd x € A on relaatiossa R alkion

y € B kanssa. Oheiset kuvat havainnollistavat kahta joukon A x B relaatiota, kun

o A

A B A B

A ja B ovat molemmat kolmen alkion joukkoja. Niissd on nuolilla ilmaistu mitké

joukon A alkiot ovat relaatiossa minkékin joukon B alkion kanssa.

Relaation R C A x B kddanteisrelaatio on joukko
RP'={(y,z)e Bx A:(z,y) € R} C B x A. (2.2)

Kidnteisrelaatio on siis relaatio joukolta B joukolle A. Karteesinen tulo R? =

R xR = {(z,y) : z,y € R} on taso ja sen esittamiseksi kdytetdan usein zy-

Y Y

koordinaatistoa. Oheiset kuvat havainnollistavat zy-koordinaatistolla relaatiota
h={(x,y) € [0,1+v2]x[-1,2] : y = 22 —22+1} joukolta [0, 14++/2] joukolle [—1, 2]



9

seki sen kiidinteisrelaatiota h™' C [—1,2] x [0, 14+/2], joka siis saadaan geometrisesti

peilaamalla relaatio h suoran y = x, ts. tason joukon {(z,y) € R? : y = x}, suhteen.

Jos C' C A, niin sanotaan, ettid joukon C' kuvajoukko relaatiossa R C A x B on
R(C)={y € B: (z,y) € R jollakin z € C'} C B. (2.3)

Sanotaan, ettd relaatio R C A x B on kaikkialla madritelty, jos jokaiselle x € A
on olemassa y € B siten, etti (z,y) € R. Relaatio R on siis kaikkialla maaritelty
tasmélleen silloin, kun

AC R(B). (2.4)
Esimerkiksi edelld tarkasteltu relaatio h on kaikkialla mééaritelty. Huomataan, ettéa
joukon B kuvajoukko k#inteisrelaatiossa R™! sisdltyy kuvajoukon méiritelmén
eli kohdan (2.3) mukaan aina joukkoon A eli R~!(B) C A riippumatta siitd onko
R kaikkialla mé&aritelty. Edelleen sanotaan, ettéd relaatio R on yksiarvoinen, jos
jokaisella € A ja y,z € B ehdoista (z,y) € R ja (x,z) € R seuraa y = z.
Toisin sanoen, relaatio R C A x B on kaikkialla mééritelty, jos jokainen joukon
A alkio on relaatiossa ainakin yhden joukon B alkion kanssa, ja yksiarvoinen, jos
jokainen joukon A alkio on relaatiossa korkeintaan yhden joukon B alkion kanssa.

Huomataan, etté edella tarkasteltu relaatio A on myo6s yksiarvoinen.

Relaatio f C A x B on kuvaus tai funktio, jos se on kaikkialla mééaritelty ja
yksiarvoinen. Kuvausta f joukolta A joukolle B merkitdén f: A — B ja sanotaan,
ettd A on kuvauksen lihtdjoukko ja B maalijoukko. Jos A, B C R, niin kuvaus-
ta f: A — B kutsutaan reaalifunktioksi. Oheiset kuvat perustelevat, etti edella

Y Y

tarkasteltu relaatio h on reaalifunktio, mutta sen kiinteisrelaatio h~! ei ole kaik-
kialla maaritelty eikéd yksiarvoinen, eiké siten kuvaus. Relaatio f C A x B on siis
kuvaus tasmaélleen silloin, kun jokaiselle 1ahtojoukon alkiolle x € A on olemassa

yksikésitteinen maalijoukon alkio y € B, jonka kanssa x on relaatiossa. Télloin
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kéytetddn merkintdd f(z) = y ja sanotaan, etti f(z) on lihtopisteen x kuvapiste ku-
vauksessa f. Néin ollen kuvaus voidaan my6s mééritelld ”sdantond” ilmoittamalla

kuinka kuvapiste méaardytyy kullekin lahtéjoukon alkiolle. Esimerkiksi ”saannolla”
hi[0,14+V2] = [-1,2], h(z) =2 -2z +1,

tarkoitetaan edelld tarkasteltua reaalifunktiota h. Téssé yhteydessa relaatiota
h C [0,1 4 V2] x [-1,2] on tapana kutsua kuvauksen h: [0,1 + /2] — [—1,2]
kuvaajaksi. Kuvaukset f ja g ovat samat, f = g, jos niilld on samat ldhto- ja
maalijoukot sekd samat kuvapisteet. Jos siis f: A — Bjag: C' — D ovat kuvauksia
siten, ettd B = D ja f(x) = g(x) kaikilla x € A = C, niin f = g. Edelleen, jos
on olemassa ¢ € B siten, ettd f(z) = ¢ kaikilla z € A, niin merkitdin f = ¢ ja

kutsutaan tallaista kuvausta vakiokuvaukseksi.

Esimerkki 2.1. (1) Olkoot A = [1,4] ja B = [1,2]. Télloin relaatio
{(z,sin(3(z —1)m)+1):z € [1,3]} CAx B

on yksiarvoinen, mutta ei ole kaikkialla mééritelty, silld alkio 4 € A ei ole relaatiossa

minkédn joukon B alkion kanssa. Relaatio
{(z,sin(3(z —)m) + 1)z € 1,3]}U([2,4] x {2}) CAx B

on kaikkialla mééaritelty, mutta ei ole yksiarvoinen, silla alkio 3 € A on relaatiossa

alkioiden 1 € B ja 2 € B kanssa. Niin ollen kumpikaan relaatioista ei ole kuvaus

J 7N Bl /N

A X A x

joukolta A joukolle B. Oheiset kuvat havainnollistavat méariteltyjé relaatioita.

(2) Olkoot A = [1,4] ja B = [1,2]. T4lloin relaatio

f={(z,sin(3(z - )m)+1):z € [1,3]}U((3,4] x {2}) C Ax B
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on kaikkialla méaritelty ja yksiarvoinen. Néin ollen f on kuvaus joukolta A joukolle

B. Reaalifunktio f: A — B oltaisiin voitu méaritelld myos asettamalla
sin(i(z — 1)7) +1, josl<a<

fz) = '

2, jos 3 < x <

Oheiset kuvat havainnollistavat kuinka f kuvaa alkioita joukosta A joukkoon B.

Vasemmanpuoleisessa kuvassa on nuolilla ilmaistu mitkd joukon A alkiot ovat

relaatiossa minkékin joukon B alkion kanssa. Alkion = € A kuvapisteen f(z) € B
madraytymistd kuvauksessa f voidaan helposti havainnollistaa xy-koordinaatistossa

oikeanpuoleisen kuvan mukaisesti.

Relaation kuvajoukon mééritelmén eli kohdan (2.3) mukaan joukon C' C A

kuvajoukko kuvauksessa f: A — B on joukko
f(C)y={f(x)e B:xe€C} CB. (2.5)

Jos A C Aja f(A") C B’ C B, niin kuvausta g: A" — B’, jolle g(x) = f(z) kaikilla
x € A’ kutsutaan kuvauksen f: A — B rajoittumaksi. Jos f on annettu eiki ole
tarpeen korostaa maalijoukkoa B’, niin rajoittumakuvausta g voidaan lyhyemmin
merkitd rajoittumamerkinnélla f|4. Joukon D C B alkukuva kuvauksessa f on

joukon D kuvajoukko kidnteisrelaatiossa f~! eli
f'(D)={z € A: f(x) € D} C A. (2.6)

Koska kuvaus on kaikkialla méaritelty, niin kohdan (2.4) avulla huomataan, etta
maalijoukon alkukuva on koko lihtéjoukko, ts. f~1(B) = A.



Luentovideo 1
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2.2. Parillinen ja pariton reaalifunktio. Olkoon A C R. Sanotaan, etté reaali-

funktio f: A — R on parillinen, jos

kaikilla = € A, ja pariton, jos

kaikilla z € A. Huomautetaan, ettd mééritelmét siséltaviat vaatimuksen myos
lahtojoukolle A: jos alkio x siséltyy joukkoon A, niin myds sen vastaluvun —x
tulee siséltyéd joukkoon A. Sanotaankin, ettd joukko A on talloin symmetrinen
origon suhteen eli joukko A N (—oo,0] on joukon A N[0, 00) peilikuva, ts. A N
(00,0 ={—x € R:2 € AN[0,00)}. My6s parilliset ja parittomat kuvaukset

ovat symmetrisid: parillinen reaalifunktio on symmetrinen y-akselin suhteen ja

pariton reaalifunktio origon suhteen. Oheiset kuvat havainnollistavat parillisen
reaalifunktion f: R — R, f(z) = z?, ja parittoman reaalifunktion g: R — R,

g(x) = 2, symmetrisyytti.

Lause 2.2. Jos reaalifunktio f: A — R on parillinen ja pariton, niin f = 0.

Todistus. Jos reaalifunktio f: A — R on pariton, niin f(z) = —f(—=z) kaikilla
x € A. Jos se taas on parillinen, niin — f(—z) = — f(z) kaikilla z € A. Yhdistamall4
ndamé havainnot ndhdéén, ettd f(z) = —f(x) kaikilla € A. Néin ollen 2f(z) =0
eli f(xz) =0 kaikilla z € A. O


https://www.youtube.com/watch?v=Q5CY0Ltci_E
https://www.youtube.com/watch?v=Q5CY0Ltci_E
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Reaalifunktioiden f,g: A — R summa f+ g, erotus f— g ja tulo fg médritellaan

asettamalla

g(x),
(f —9)(=) = f(z) — g(x),
)

kaikille z € A. Vastaavasti osamddrd f/g méaaritelliédn asettamalla
f f(x)

(-1
g 9(x)

kaikille niille z € A, joilla g(x) # 0. Huomataan, ettd summa, erotus ja tulo ovat

reaalifunktioita A — R ja osamédrd A" — R, missd A’ = {x € A: g(x) # 0}.

Lause 2.3. Jos f,g: A — R ovat reaalifunktioita jo x € A, niin f(z) = g(z)

tasmdlleen silloin, kun (f — g)(x) = 0. Erityisesti f = g tdsmdlleen silloin, kun

f—g=0.

Todistus. Jos x € A, niin ehto f(z) = g(z) on yhtépitavad sen kanssa, etté
f(z) — g(z) = 0, miké taas reaalifunktioiden erotuksen méaéritelmén mukaan
tarkoittaa sité, ettd (f — g)(z) = 0. O

Esimerkki 2.4. Tarkastellaan reaalifunktiota h: R — R, h(z) = 2°—x, ja selvitetiin
milli reaaliluvuilla z pitee h(x) = 0. Jos f: R = R, f(z) = 23, ja g: R — R,

g(x) =z, niin h = f — g. Lauseen 2.3 mukaan ehto h(x) = 0 toteutuu tésmélleen

Y

silloin, kun f(z) = g(z) eli kun kuvauksilla f ja g on samat kuvapisteet. N&in ollen
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reaaliluvut z, joille h(x) = 0, 16ytyvit oheisen kuvan mukaisesti reaalifunktioiden f
ja g kuvaajien yhtymékohtien avulla. Toki ehdon h(x) = 0 toteuttavat pisteet olisi
voinut selvittdd myds suoraan huomaamalla, ettd 0 = h(x) = 2° —x = z(z* — 1) =

xz(z — 1)(x + 1) tdsmaélleen silloin, kun x = 0, z = 1 tai z = —1.

Reaalifunktioiden summan ja tulon erikoistapauksina voidaan mééritella siirto,
peilaus ja skaalaus. Jos siis f: A — R on reaalifunktio, ¢ € R ja a > 0, niin
kuvauksen f siirto y-akselin suuntaan luvun ¢ verran on f + ¢, peilaus x-akselin

suhteen on — f ja skaalaus luvulla a on af. Ne on mééritelty asettamalla

kaikille x € A. Huomataan, ettd namé ovat kaikki reaalifunktioita A — R. Jos

Y Y Y
f+e af
x x x
‘ -1
esimerkiksi f: R — R, f(z) = 22, sekii ¢ = —1 ja a = 3, niin oheiset kuvat

havainnollistavat siirtoa f + ¢, peilausta — f ja skaalausta af niilla valinnoilla.

Lause 2.5. (1) Kahden parillisen reaalifunktion summa ja erotus ovat parillisia.

(2) Kahden parittoman reaalifunktion summa ja erotus ovat parittomia.

Todistus. Osoitetaan kohta (1) ja jatetdédn kohta (2) harjoitustehtaviksi. Jos A C R

ja f,g: A — R ovat parillisia reaalifunktioita, niin

(f +9)(=2) = f(=2) + g(=2) = f(2) + g(x) = (f + 9)(2)

ja vastaavasti (f — g)(—z) = (f — ¢g)(z) kaikilla z € A. Nain ollen f +gja f —g

ovat parillisia reaalifunktioita. U
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Vaikka reaalifunktiot eivét yleensa ole parillisia eikéd parittomia, niin jokainen
origon suhteen symmetriselld joukolla mééaritelty reaalifunktio voidaan esittad

yvksikésitteisella tavalla parillisen ja parittoman reaalifunktion summana.

Lause 2.6. Jos A C R on origon suhteen symmetrinen joukko ja f: A — R on
reaalifunktio, niin on olemassa yksikdsitteiset reaalifunktiot g, h: A — R siten, ettd

g on parillinen, h on pariton ja f = g+ h.

Todistus. Méaritellaéin reaalifunktiot g,h: A — R asettamalla

FRLCES )
e = F) = I
kaikille z € A. Télloin
ooy = LI gy
S (o R [ N

kaikilla z € A eli g on parillinen ja h on pariton. Lisdksi
(g+ 1)) = glx) + h(z) = L8 ES ) J@) = Jl=w)

2 2
kaikilla z € A eli f =g+ h.

Osoitetaan vield, etté esitys on yksikésitteinen. Jos g1, go: A — R ovat parillisia
reaalifunktioita ja hi, ho: A — R parittomia reaalifunktioita siten, ettd g; + hy =
f = g2 + ho, niin

91— g2 = ha — I,
missé lauseen 2.5 mukaan g; — g» on kahden parillisen reaalifunktion erotuksena
parillinen ja ho — hy on kahden parittoman reaalifunktion erotuksena pariton. Koska
kuvaukset g; — go ja ho — hq ovat samat, niin molemmat ovat yhtéaikaa parillisia ja
parittomia. Néin ollen lauseen 2.2 nojalla g — go = 0 ja hy — hy = 0. Siispé lauseen

2.3 mukaan kuvaukset g; ja g ovat samat kuten myos kuvaukset hy ja ho. O

2.3. Bijektio. Sanotaan, ettd kuvaus f: A — B on surjektio, jos sen kddnteisrelaa-

tio f~! C B x A on kaikkialla médritelty, ja injektio, jos f~! on yksiarvoinen. Jos

Luentovideo 2

._~._.

"L J

by
. |t'I|-h

",.,;p@

£


https://www.youtube.com/watch?v=Ff872kMhur4
https://www.youtube.com/watch?v=Ff872kMhur4
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kuvaus on surjektio ja injektio, niin sanotaan, etté se on bijektio. Jos kéénteisrelaatio
f~! on kuvaus, niin sanotaan, etti kuvauksella f on kddnteiskuvaus f~': B — A.

Oheisessa kuvassa vasemmalla on reaalifunktio f: [0,v/3] — [0,3], f(z) = 22,

eli relaatio f = {(z,2?) € R? : 2 € [0,4/3]} C [0,v/3] x [0,3] ja oikealla sen
kidnteisrelaatio f~' C [0, 3] x [0, v/3]. Koska kuvasta katsoen f~' nayttaisi selvisti
olevan kaikkialla mééritelty ja yksiarvoinen, niin f on surjektio ja injektio. Siispé
f on bijektio ja silld on kédnteiskuvaus f~': [0,3] — [0,v/3].

Lause 2.7. Kuvauksella f on kadnteiskuvaus tasmdlleen silloin, kun f on bijektio.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd f: A — B on bijektio. Koska f on télloin surjektio
ja injektio, niin sen kifinteisrelaatio f~! C B x A on kaikkialla miiritelty ja

yksiarvoinen. Siispd f~! on kuvaus f~': B — A.

Oletetaan sitten, etti ki#nteisrelaatio f~! € B x A on kuvaus f~': B — A.
Koska f~! on tilloin kaikkialla méiritelty ja yksiarvoinen, niin f: A — B on

surjektio ja injektio ja siten bijektio. U

Seuraava lause esittelee surjektiivisuudelle yhtapitavia ehtoja kuvauksen ominai-

suuksien avulla.

Lause 2.8. Jos f: A — B on kuvaus, niin seuraavat ehdot ovat keskenddn yhtdpi-
tavat:
(1) [ on surjektio,
(2) joukon {y} alkukuvassa f~*({y}) on vihintddin yksi alkio kaikilla y € B,
(3) f(A) > B,
(4) f(A) = B.
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Todistus. Osoitetaan, ettd kohdasta (1) seuraa kohta (2). Olkoon y € B. Koska
kohdan (1) mukaan f on surjektio, niin sen kéinteisrelaatio f~! € B x A on
kaikkialla médritelty. Siten y on relaatiossa f~! ainakin yhden joukon A alkion
kanssa. Koska alkukuva f~!({y}) on méiritelminsi eli kohdan (2.6) mukaan joukon
{y} kuvajoukko kiinteisrelaatiossa f~1, niin alkukuvassa f~!({y}) on niin ollen

vihintdén yksi alkio. Siispd kohta (2) on voimassa.

Osoitetaan, ettd kohdasta (2) seuraa kohta (3). Olkoon y € B ja huomataan,
ettd kohdan (2) mukaan alkukuvassa f~'({y}) on viihintééin yksi alkio. Alkukuvan
mééritelmén eli kohdan (2.6) mukaan on siis olemassa x € A siten, ettd f(z) € {y}
eli f(x) =y. Néin ollen B C f(A) ja kohta (3) pétee.

Osoitetaan, ettd kohdasta (3) seuraa kohta (4). Kohdan (3) mukaan f(A) O B
ja kuvajoukon maéritelmén eli kohdan (2.5) mukaan kuvaukselle f: A — B pétee
f(A) C B. Siispa kohta (4) on voimassa.

Osoitetaan, ettd kohdasta (4) seuraa kohta (1). Kohdan (4) mukaan f(A) = B.
Koska kiinteisrelaation kéinteisrelaatio on relaatio itse, niin (f~1)"'(4) = B.
Siispé kéinteisrelaatio f~! C B x A on kohdan (2.4) nojalla kaikkialla mééritelty
ja f on surjektio. TAmé& kohdassa (1) pitikin osoittaa. O

Oheisessa kuvassa on havainnollistettu kuvausta joukolta A joukolle B, joka ei

lauseen 2.8 kohdan (3) mukaan ole surjektio, silld joukon B alin alkio ei sisélly

—

A B

l1dhtojoukon A kuvajoukkoon. Huomataan myds, ettéd lauseen 2.8 kohdan (4) nojalla
injektiivisen kuvauksen f: A — B rajoittuma f: A — f(A) on bijektio ja siten
lauseen 2.7 mukaan on olemassa kiinteiskuvaus f=1: f(A) — A. Esitelldin seu-
raavassa lauseessa injektiivisyydelle yhtéapitdavia ehtoja kuvauksen ominaisuuksien

avulla.
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Lause 2.9. Jos f: A — B on kuvaus, niin seuraavat ehdot ovat keskenddn yhtdpi-

tavat:

(1) [ on injektio,

(2) joukon {y} alkukuvassa f~*({y}) on korkeintaan yksi alkio kaikilla y € B,
(3) jokaisella x,x’" € A ehdosta x # z' seuraa f(x) # f(2'),

(4) jokaisella x,x’" € A ehdosta f(x) = f(2') seuraa x = 2’.

Todistus. Osoitetaan, ettd kohdasta (1) seuraa kohta (2). Olkoon y € B. Koska
kohdan (1) mukaan f on injektio, niin sen kiinteisrelaatio f~' C B x A on yksiar-
voinen. Siten y on relaatiossa f~! korkeintaan yhden joukon A alkion kanssa. Koska
alkukuva f~!({y}) on mééritelménsi eli kohdan (2.6) mukaan joukon {y} kuva-
joukko kéidinteisrelaatiossa f~!, niin alkukuvassa f~!({y}) on niin ollen korkeintaan

yksi alkio. Siispa kohta (2) on voimassa.

Osoitetaan, ettd kohdasta (2) seuraa kohta (3). Olkoon siis x,2’ € A siten,
ettd z # 2. Huomataan, etti alkukuva f~'({f(z)}) méiritelméinsi eli kohdan
(2.6) mukaan sisaltdd ainakin alkion x. Koska kohdan (2) mukaan joukon {f(z)}
alkukuvassa f~!({f(z)}) on korkeintaan yksi alkio, niin alkukuva f=*({f(x)}) ei
sisélld muita alkioita kuin alkion z. Erityisesti 2’ ¢ f~1({f(z)}) miki alkukuvan
méaritelméin eli kohdan (2.6) mukaan tarkoittaa sitd, ettd f(z') ¢ {f(x)} eli
f(z") # f(x). Siispa kohta (3) pétee.

Osoitetaan, ettd kohdasta (3) seuraa kohta (4). Olkoon siis z, 2" € A siten, etta
f(z) = f(2'). Tehddin antiteesi ja oletetaan, ettd x # x’. Télloin kohdan (3) nojalla

f(x) # f(2'), mik& on ristiriita. Siispd = 2’ ja kohta (4) on voimassa.

Osoitetaan, ettd kohdasta (4) seuraa kohta (1). Halutaan siis osoittaa, etté
kuvauksen f ki#nteisrelaatio f~! C B x A on yksiarvoinen. Olkoon siis y € B
ja x, 2’ € A siten, etti (y,z) € f7! ja (y,2') € f~'. Koska kiiéinteisrelaation
mééritelmén eli kohdan (2.2) mukaan (x,y) € f ja (2/,y) € f eli f(z) =y ja
f(2') = y, niin f(z) = f(2'). Niin ollen kohdan (4) nojalla * = 2’ ja f~! on

yksiarvoinen. O

Oheisessa kuvassa on havainnollistettu kuvausta joukolta A joukolle B, joka
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7

ei lauseen 2.9 kohdan (2) mukaan ole injektio, silld joukon B alimman alkion

A B

alkukuvassa on kaksi alkiota.

Esimerkki 2.10. Oheisessa kuvassa vasemmalla on kuvaus f: [0,1] — [1,3], f(x) =

2x + 1, ja oikealla sen kéinteisrelaatio f~!. Koska kuvasta katsoen f~! niyttiisi

7
s
’
’
s
’
s
’
7
s
’

selvésti olevan kaikkialla méaritelty ja yksiarvoinen, niin f on surjektio ja injektio
eli bijektio. Vaikka kuvasta katsoen tdmé néayttaid selviltd, niin todistetaan f

bijektioksi lauseiden 2.8 ja 2.9 avulla tarkasti.

Osoitetaan f ensin surjektioksi lauseen 2.8 kohdan (3) avulla. Olkoon siis y € [1, 3]
ja etsitédéin x € [0,1], jolle f(x) = y. Valitaan x = (y — 1) ja huomataan, etti
koska 1 < y < 3, niin 0 < 1(y — 1) < 1 ja siten z € [0, 1]. T&ll4 valinnalla pétee
f@)=f(G(y—1)) =2-3(y—1) + 1 = y. Niin ollen kuvajoukon mééritelmén eli
kohdan (2.5) mukaan [1,3] C f([0,1]) ja f on surjektio.

Osoitetaan f sitten injektioksi lauseen 2.9 kohdan (4) avulla. Olkoot siis z, 2" €
0, 1] siten, ettd f(x) = f(2'). Koska télloin 2z + 1 = f(z) = f(a’) = 22’ + 1, niin

2 = 22/ ja edelleen x = 2. Siispa f on injektio.

Seuraavan lauseen mukaan bijektio f: A — B antaa yksi-yhteen vastaavuuden

joukon A ja joukon B alkioiden vélille.



20

Lause 2.11. Jos f: A — B on bijektio, niin silld on bijektiivinen kddnteiskuvaus
f~': B — A siten, etti

@)=z ga  f(f7 W)=y

kaikilla x € A jay € B.

Todistus. Koska f: A — B on bijektio, niin lauseen 2.7 mukaan silléd on ké#inteis-
kuvaus f~': B — A. Koska ké#nteiskuvauksen f~! késinteisrelaatio on f, joka on
kuvauksena kaikkialla mééritelty ja yksiarvoinen, niin f~!': B — A on surjektio ja
injektio eli bijektio.

Osoitetaan sitten, etté viitetyt yhtalot ovat voimassa. Olkoon x € A ja ndytetddn,
ettd f~1(f(x)) = x. Kuvajoukon mééritelmén eli kohdan (2.5) mukaan f~1(f(z)) €
fY{f(x)}). Toisaalta, alkukuvan méiiritelméin eli kohdan (2.6) mukaan myos
z € f7Y{f(x)}). Siten kuvauksen f injektiivisyyden ja lauseen 2.9 kohdan (2)
nojalla f~(f(z)) = x. Olkoon sitten y € B ja niytetiin, ettd f(f1(y)) = .
Koska f on surjektio, niin lauseen 2.8 kohdan (3) mukaan on olemassa = € A siten,
ettid f(z) = y. Niin ollen ensimméisen yht#lén nojalla z = f~(f(x)) = f~1(y),
joten y = f(x) = f(f~'(y)). 0

Oheisessa kuvassa on havainnollistettu bijektiota juokolta A joukolle B. N&hdéén,

7

A B

ettd kuvan tilanteessa lahto- ja kuvapisteet ovat selvisti yksi-yhteen vastaavuudessa
aivan kuten lauseen 2.11 mukaan pitda ollakin. Naytetddn vield kdédntéen, etta

yksi-yhteen vastaavuuden 16ytdminen osoittaa kuvauksen bijektioksi.

Lause 2.12. Jos f: A — B on kuvaus ja on olemassa kuvaus g: B — A siten,

ettd

g(f(x)) =2  ja  fl9(y) =y
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kaikilla x € A jay € B, nitn f on bijektio ja g on kuvauksen f bijektiivinen

kddanteiskuvaus.

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa lauseen yhtélot toteuttava kuvaus g: B — A.
Jos y € B, niin alkiolle g(y) € A pétee jalkimmaéisen yhtdlon nojalla f(g(y)) = y.
Néiin ollen B C f(A) ja lauseen 2.8 kohdan (3) nojalla f on surjektio. Olkoon
sitten x, 2’ € A siten, ettd f(x) = f(a’). Koska ensimmaéisen yhtélon nojalla
x=g(f(z)) = g(f(z')) = 2/, niin lauseen 2.9 kohdan (4) mukaan f on injektio.

Koska f on bijektio, niin lauseen 2.11 mukaan silld on bijektiivinen kdénteiskuvaus
f~': B — A, jolle f7'(f(z)) = z kaikilla x € A. Olkoon y € B, jolloin kuvauksen
f surjektiivisuuden ja lauseen 2.8 kohdan (3) nojalla on olemassa x € A siten, ettd
f(x) = y. Koska ensimmaéisen yht#lén mukaan g(y) = g(f(z)) =z = f~}(f(z)) =
f~Xy), niin kuvauksilla g ja f~! on samat kuvapisteet. Siten g = f~! eli g on

kuvauksen f kédanteiskuvaus. U

Edellinen lause antaa menetelmén kéénteiskuvauksen méarittamiseksi. Oletetaan,
ettd kuvaus f: A — B on méiritelty antamalla jokaiselle pisteelle x kuvapiste f(x).
Jos on mahdollista ratkaista = yhtélostd y = f(x), ts. 10ytdd kuvaus g: f(A) — A
siten, ettd x = ¢(y), niin talloin g(f(z)) = g(y) = = kaikilla z € A ja f(g(y)) =
f(z) = y kaikilla y € f(A). Néin ollen lauseen 2.12 nojalla g on rajoittuman
f: A— f(A) kidanteiskuvaus.

Esimerkki 2.13. Mééritellddan kuvaus f: R\ {—1} — R asettamalla
T

f@) =

kaikille x € R\ {—1}. Merkitaan y = f(z), jolloin z = y(1 + z) = y + yx eli
y =1z —yx = x(1 —y). Jos y = 1, niin edellinen yhtdlé saa muodon 1 = y =
z(1—y) = 0, mikd on mahdotonta. Néin ollen 1 ¢ f(R\ {—1}). Jos taas y # 1, niin
x=1y/(1—y). Siispad f(R\ {—1}) =R\ {1} ja lauseen 2.12 nojalla rajoittuman
f: R\ {-1} = R\ {1} kisinteiskuvaus on f~': R\ {1} = R\ {—1}, jolle

kaikilla y € R\ {1}.
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2.4. Monotoninen reaalifunktio. Olkoon A C R. Sanotaan, ettd reaalifunktio

1.|l:'.._(§)

%1

f:A—Ron

(1) kasvava, jos jokaiselle z, 2" € A ehdosta x < 2’ seuraa f(x) < f(2'),
(2) vihenevd, jos jokaiselle x,2" € A ehdosta x < ' seuraa f(z) > f(a'),
(3) monotoninen, jos se on kasvava tai vihenevé,

(4) aidosti kasvava, jos jokaiselle z, 2" € A ehdosta x < ' seuraa f(z) < f(a),
(5) aidosti vihenevd, jos jokaiselle x,z" € A ehdosta x < 2’ seuraa f(z) > f(2'),
(6)

6

aidosti monotoninen, jos se on aidosti kasvava tai aidosti viheneva.

Sanotaan myos, ettd f: A — R on (aidosti) monotoninen joukossa A’ C A, jos

rajoittuma f|4 on (aidosti) monotoninen.

Esimerkki 2.14. (1) Olkoon f: R — R, f(x) = ¢, missd ¢ € R. Koska f(z) =c=

f(2') kaikilla z, 2’ € R, niin f on kasvava ja vdheneva.

(2) Olkoon f: R — R, f(x) = gz, missd ¢ > 0. Jos z,2" € R siten, ettd x < 2/,

niin selvésti myos f(x) = gr < gz’ = f(2’). Néin ollen f on aidosti kasvava.
(3) Olkoon f: [0,00) = R, f(z) = 2% Jos z,2’ € [0, 00) siten, ettd z < 2/, niin
selviisti myds f(z) = 2* < 2’2 = f(z'). Néin ollen f on aidosti kasvava.

(4) Olkoon f: (0,00) = R, f(z) = %. Jos x,a’ € (0,00) siten, ettd z < 2/, niin

1

selvésti - > % Néin ollen f on aidosti vdhenevd. Huomataan kuitenkin, etta

Y

kuvaus f: R\ {0} = R, f(z) =1, ei ole viihenevi, silld esimerkiksi & < 3, vaikka

—2 < 2. Oheinen kuva havainnollistaa tilannetta.

Aidosti monotonisuuden mééritteleva ehto on yhtéapitavyys.


https://www.youtube.com/watch?v=jOpnH6Jf3v8
https://www.youtube.com/watch?v=jOpnH6Jf3v8
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Lause 2.15. Olkoon A C R. Jos x,2' € A ja reaalifunktio f: A — R on

(1) aidosti kasvava, niin x < ' tismdlleen silloin, kun f(x) < f(z'),

(2) aidosti vihenevd, niin x < ' tdsmdlleen silloin, kun f(x) > f(a').

Todistus. Osoitetaan kohta (1) ja jétetdédn kohta (2) harjoitustehtéviiksi. Koska se,
ettd ehdosta x < 2’ seuraa f(x) < f(2') on aidosti kasvavuuden mééritelmé, niin
riittdd osoittaa, ettd ehdosta f(x) < f(z') seuraa x < 2. Tehdéén télle kddnteinen
suora todistus ja oletetaan vastoin viitettd, ettd x > /. Télloin joko x = 2’ tai
' < x.Jos x =2/, niin f(x) = f(z') mikd on ristiriita. Jos taas 2’ < z, niin aidosti

kasvavuuden médritelméan mukaan f(z') < f(z) mikd on myds ristiriita. O
Esimerkki 2.16. Olkoon f: R — R aidosti vidhenevéa reaalifunktio. Ratkaistaan

epayhtalo 3 Ly
f< 4 )<f< 2 )

Huomataan, etté lauseen 2.15 kohdan (2) mukaan epéyht#lo on yhtapitdva sen

kanssa, ettd 1(5z — 3) > 1(z — 2) eli 5z — 3 > 2z — 4. Niin ollen epiyhtils
on voimassa tasmalleen silloin, kun x > —%. Huomautetaan vield, etté ratkaisu

16ydettiin vaikka kuvausta f ei oltu eksplisiittisesti madritelty.

Lauseen 2.15 avulla voidaan osoittaa helposti, ettd v/2 ei ole rationaaliluku.

Lause 2.17. Reaaliluku /2 on irrationaalinen.

Todistus. Muistetaan, ettd v/2 on mésritelménsi mukaan se positiivinen reaaliluku,
joka itsellddn kerrottuna on 2. Jos siis f: [0,00) — R, f(z) = 22, niin f(v/2) =
V2° = 2. Esimerkin 2.14 kohdassa (3) todettiin, ettd f on aidosti kasvava. Koska
f(1)=1<2<4=f(2)ja2= f(+/2), niin lauseen 2.15 kohdan (1) nojalla pitee
1 <v2<2jasiten0<v2—-1<1.

Tehd&én antiteesti ja oletetaan, ettd v/2 € Q. T&llsin on olemassa m € Z ja
n € N siten, etti /2 = 2. Néin ollen V2n € Z. Olkoon ¢ € N pienin luonnollinen
luku, jolle v2¢ € Z. Merkitién p = (\/5 — 1)q ja huomataan, ettd télloin

p=V2q—q€Z
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ja koska 0 < /2 —1 < 1, niin esimerkin 2.14 kohdan (2) mukaan 0 < (v/2—1)q < q.
Siispéd p € N ja p < q. Koska

V2p=(2-V2)q=2¢-vV2q€Z,

niin ollaan 16ydetty lukua ¢ € N aidosti pienempi luku p € N siten, ettd v/2p € Z.

Tamé& on ristiriita luvun ¢ € N valinnan kanssa. U

Esimerkki 2.18. Miksi on olemassa positiivinen reaaliluku z, jolle 22 = 2?7 Geomet-
risesti tdmé on ilmiselvéd, silld suorakulmaisen kolmion, jonka kateettien pituudet
ovat 1, hypotenuusan pituus on Pythagoraan lauseen mukaan x. Voidaanko irra-
tionaalilukujen olemassaolo perustella vetoamatta geometriaan? Esimerkin 2.14
kohdassa (3) todettiin, ettd f: [0,00) — R, f(z) = x?, on aidosti kasvava. Koska
f(1,4) =1,96 < 2 < 2,25 = f(1,5) ja 2 = f(x), niin lauseen 2.15 kohdan (1) nojalla
pétee 1,4 < x < 1,5. Samaan tapaan péatellain, ettd koska
f(1,41) = 1,9881 < 2 < 2,0164 = f(1,42),
f£(1,414) = 1,999396 < 2 < 2,002225 = f(1,415),
f(1,4142) = 1,99996164 < 2 < 2,00024449 = f(1,4143),
f£(1,41421) = 1,9999899241 < 2 < 2,0000182084 = f(1,41422),

f(1,414213) = 1,99999840937 < 2 < 2,0000012378 = f(1,414214),
niin vastaavasti

1,41 <z < 1,42,
1,414 < x < 1,415,
1,4142 < x < 1,4143,
1,41421 < x < 1,41422,
1,414213 < x < 1,414214.
Niin jatkamalla saadaan luvulle x tarkempia ja tarkempia arvioita. Nayttaisi siis
siltéd, ettd mille tahansa n € N 16ydetdédn avoin reaalilukuvili, jonka pituus on

107" ja joka sisdltdé luvun x. Voisiko luvun x méiritelld jonkinlaisen rajankéynnin

avulla?
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Lause 2.19. Aidosti monotoninen reaalifunktio on injektio.

Todistus. Oletetaan, ettid reaalifunktio f: A — R, missd A C R, on aidosti mono-
toninen. Olkoon x,x’ € A siten, ettd x # 2’. Koska nyt joko = < 2’ tai 2’ < =z,
niin merkintoja tarvittaessa vaihtamalla voidaan olettaa, ettd = < /. Jos f on
aidosti kasvava, niin télloin f(z) < f(2') ja erityisesti f(z) # f(z’). Néin ollen
lauseen 2.9 kohdan (3) mukaan f on injektio. Jos taas f on aidosti vihenevé, niin
f(z) > f(2') jasiten f(x) # f(z’). Téssékin tapauksessa f ndhdédédn injektioksi
lauseen 2.9 kohdan (3) avulla. O

Esimerkki 2.20. Olkoon f: N — R siten, etta

fy={"
n—1, josneN\{l}

josn =1,

kaikilla n € N. Koska jokaisella m,n € N ehdosta 1 < m < n seuraa f(1) < f(m) =
m—1<n—1= f(n), niin f on kasvava. Valitsemalla m = 1 ja n = 2 ndhd&én,
ettd m # n, mutta f(m) =m =1=n—1= f(n). Niin ollen lauseen 2.9 kohdan
(3) mukaan f ei ole injektio. Siispid monotoninen reaalifunktio ei vélttdmétta ole
injektio. Esimerkin 2.14 kohdan (1) vakiofunktio antaa monotonisen reaalifunktion

injektiivisyydelle vield yksinkertaisemman vastaesimerkin.

Lauseen 2.19 mukaan aidosti monotoniselle reaalifunktiolle 16ydetddan kadnteis-

kuvaus tarvittaessa maalijoukkoa rajoittamalla.

Lause 2.21. Olkoon A C R. Jos reaalifunktio f: A — R on

(1) aidosti kasvava, niin rajoittumalla f: A — f(A) on aidosti kasvava kidn-
teiskuvaus f~1: f(A) — A,

(2) aidosti vihenevd, niin rajoittumalla f: A — f(A) on aidosti vihenevd
kidnteiskuvaus f=1: f(A) — A.

Todistus. Osoitetaan kohta (1) ja jatetdéin kohta (2) harjoitustehtéaviksi. Koska
reaalifunktio f: A — R on aidosti kasvava, niin se on lauseen 2.19 mukaan injektio.
Néin ollen rajoittuma f: A — f(A) on lauseen 2.8 kohdan (4) nojalla bijektio

ja lauseen 2.7 mukaan sillid on kiinteiskuvaus f=': f(A) — A. Osoitetaan vield,
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ettd f~! on aidosti kasvava. Olkoon siis v,y € f(A) siten, ettd y < y'. Koska
Y,y € f(A), niin on olemassa z, 2’ € A siten, ettd f(z) = yja f(z') = y/. Néin ollen
ehto y < ¢’ voidaan kirjoittaa muodossa f(z) < f(2'), josta lauseen 2.15 kohdan
(1) mukaan seuraa x < 7. Koska lauseen 2.11 mukaan x = f~'(f(z)) = f~'(y)
ja ' = f7Yf(2) = f'(v/), niin ehto z < 2’ voidaan kirjoittaa muodossa
fYy) < f~'(v'). Néin ollen f~! on aidosti kasvava. O

2.5. Yhdistetty kuvaus. Jos A, B ja C ovat joukkoja, niin kuvausten f: A — B
ja g: B — C yhdistetty kuvaus on kuvaus go f: A — C, jolle (g o f)(z) = g(f(z))
kaikilla x € A. Jos f: A — B’ ja g: B — C ovat kuvauksia siten, ettd f(A) C B,
niin yhdistetty kuvaus g o f: A — C mééritelldan rajoittumien f: A — f(A) ja
g: f(A) — C yhdisteeni.

gof
el
T~ Y
A B C

Esimerkki 2.22. (1) Olkoon f: R\ {-1} — R,
1—=

flo) = 1+a

Jos © € R\ {—1} on siten, ettd f(z) = —1, niin 1 —z = —(1+4xz) eli 2 = 0 mikd on
ristiriita. Néin ollen f(z) # —1 kaikilla x € R\ {—1} eli =1 ¢ f(R\ {—1}). Koska

1S _1-fE l4a-(1-z) 2

4 flr) 1412 14+ (l-z) @

(f o f)(z)

kaikilla z € R\ {—1}, niin lauseen 2.12 mukaan rajoittumafunktion f: R\ {—1} —

R\ {—1} kédédnteiskuvaus on rajoittuma f itse.
(2) Selvitetddn mita kuvaukset g o f ja f o g ovat, kun
fPR—=R, f(z)=3zx—-1,
g R—=R, g(x)=2*-2


https://www.youtube.com/watch?v=L-FsnSPicHg
https://www.youtube.com/watch?v=L-FsnSPicHg
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Yhdistetyn kuvauksen méaritelméan mukaan g o f ja f o g ovat kuvauksia R — R

siten, ettd
(9o f)(z)=g(f(x))
(fog)(z)= f(g(z))

kaikilla z € R. Huomataan erityisesti, ettd go f # f o g.

gBr—1)=(3r—1)> -2 =922 — 62 — 1,
f(x®=2)=3(2"-2)—1=32>-7

(2.7)

(3) Selvitetdin minkilaisia kuvauksia f o (go f) ja (f o g) o f ovat kohdan (2)
kuvauksille f ja g. Kuvausten mééritelmien ja kohdan (2.7) mukaan
(folgo @) =f((gof)lz) = f(92* —6x 1)
=3(92° — 6z — 1) — 1 = 272> — 18z — 4
ja
((fog)of)(x) = (fog)(f(x)) = (fog)Bz—1)
=3Bz -1 -7=3(92* —6x+1) —7=272> — 18z — 4

kaikilla 2 € R. Néin ollen f o (go f) = (fog)o f.

Huomautetaan, ettd esimerkin 2.22 kohta (2) ndyttdd, ettd kuvausten yhdista-
minen ei ole vaithdannainen operaatio, ts. ei valttamétta pide, ettd go f = fog.
Kohdan (3) havainto taas pétee yleisesti: jos A, B, C' ja D ovat joukkoja seké
f:A— B, g: B— Cjah:(C — D kuvauksia, niin

(ho(go f))(z)=n((ge f)(z))=h(g(f(z)))
= (hog)(f(z)) = ((hog)o f)(z)

kaikilla x € A. Sanotaankin, ettd kuvausten yhdistdminen on liitdnndinen operaatio,

ts. aina pétee ho (go f) = (hog) o f kunhan ao. yhdisteet ovat méériteltyjd. Nain

ollen useamman kuvauksen yhdistettd voidaan merkité ilman sulkeita h o go f.
Lause 2.23. Olkoot A, B ja C joukkoja seki f: A — B ja g: B — C kuvauksia.
Jos [ ja g ovat

(1) surjektioita, niin go f: A — C on surjektio,

(2) injektioita, niin go f: A — C on ingektio,

(8) bijektioita, niin go f: A — C on bijektio.
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Todistus. Osoitetaan ensin kohta (1). Oletetaan, etti f ja g ovat surjektioita.
Lauseen 2.8 kohdan (3) mukaan riittédé osoittaa, ettd C' C (g o f)(A). Olkoon siis
z € C. Koska g on surjektio, niin lauseen 2.8 kohdan (3) mukaan C' C ¢g(B) ja on
olemassa y € B, jolle g(y) = z. Vastaavasti koska f on surjektio, niin on olemassa
x € A siten, ettd f(z) = y. Néin ollen alkiolle x € A pétee (go f)(z) = g(f(x)) =
g(y) = z. Siten C C (go f)(A) ja go f on surjektio.

Osoitetaan sitten kohta (2). Oletetaan, ettd f ja g ovat injektioita ja osoitetaan
g o f injektioksi vetoamalla lauseen 2.9 kohtaan (4). Jos z,y € A siten, ettéd
(go f)(x) = (go f)(y) eli g(f(x)) = g(f(y)), niin kuvauksen g injektiivisyyden
perusteella f(x) = f(y) ja siten x = y kuvauksen f injektiivisyyden perusteella.
Siis g o f on injektio.

Osoitetaan lopuksi kohta (3). Koska bijektiivinen kuvaus on surjektio ja injektio,

niin véite seuraa suoraan kohdista (1) ja (2). 0

Huomautetaan, etté lauseen 2.23 viitteet eivit kddnny. Havainnollistetaan ensim-

maéisessd kuvassa tilannetta, missé yhdistetty kuvaus on surjektio, vaikka toinen

)
y

A C

yhdistettavistd kuvauksista ei ole surjektio. Toisessa kuvassa taas havainnollistetaan

—/

Bl

A C

tilannetta, missd yhdistetty kuvaus on injektio, vaikka toinen yhdistettévista

kuvauksista ei ole injektio.

Osoitetaan seuraavaksi, ettéd bijektiivisyyden liséksi myos aidosti monotonisuus

sdilyy kuvauksia yhdistamalla.
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Lause 2.24. Olkoot f: A — R ja g: B — R reaalifunktioita siten, etti f(A) C B.

(1) Jos [ ja g ovat molemmat aidosti kasvavia tai aidosti vihenevid, niin
go f: A— R on aidosti kasvava.
(2) Jos toinen kuvauksista f ja g on aidosti kasvava ja toinen aidosti vihenevd,

nin go f: A — R on aidosti vihenevd.

Todistus. Osoitetaan kohta (1) ja jitetddn kohta (2) harjoitustehtéviksi. Oletetaan
ensin, ettd [ ja g ovat aidosti kasvavia. Jos z,2’ € A siten, ettd x < 2/, niin
kuvauksen f aidon kasvavuuden nojalla f(z) < f(z’) ja néin ollen (g o f)(z) =
g(f(x)) < g(f(2) = (go f)(z') kuvauksen g aidon kasvavuuden mukaan. Siispi

g o f on aidosti kasvava.

Oletetaan sitten, ettd f ja g ovat aidosti vahenevia. Jos x, 2’ € A siten, ettéd

x < 2/, niin kuvauksen f aidon vihenevyyden nojalla f(z) > f(2) ja néin ollen

(90 f)(z) = g(f(x)) < g(f(')) = (g0 [)(@’) kuvauksen g aidon viihenevyyden
mukaan. Siispd g o f on aidosti kasvava. O

Jos f: A — R on reaalifunktio, niin kuvausten yhdistdmisen avulla voidaan
méaritella funktiolle f siirto xz-akselin suuntaan. Olkoot d € R, Ay = {x +d €
R:z e A} jaT,;: Ay — A kuvaus, jolle Ty(z) = = — d kaikilla z € Ay. Tallin
yhdistetty kuvaus foTy: Ay — R, jolle

(f o Ta)(x) = f(x —d)

kaikilla x € Ay, on kuvauksen f siirto x-akselin suuntaan luvun d verran. Jos

Y

foTy

esimerkiksi f: R — R, f(z) = 2%, ja d = 1, niin oheinen kuva havainnollistaa

siirtoa f o T, néilla valinnoilla.
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3. JOUKON ALKIOIDEN LUKUMAARA

Jos A on joukko ja N C N on epétyhji, niin kuvausta z: N — A kutsutaan
joukon A jonoksi. Kuvapistetta x(n), kun n € N, merkitdan symbolilla z,, ja sita
kutsutaan jonon alkioksi. Jonolle z: N — A kéytetdan myo6s merkintdé (x,)nen-
Jos esimerkiksi N = {1,...,k}, niin jono (z,)neny = (21,..., 7)) on karteesisen
tulon A* alkio ja jonon (z,),en alkiot voidaan luetella luonnollisten lukujen avulla
(1,29, x3,...). Jos lisiksi M C N on epityhja ja jono n: M — N on aidosti
kasvava eli toteuttaa n(k) > n(l) kaikille k,l € M, joilla k > [, niin yhdistetty&
kuvausta z on: M — A sanotaan jonon x osajonoksi. Jonon (z,),en osajonolle

kéytetddn usein merkintdé (z,, )rem-

3.1. Asrelliset joukot. Adrellinen joukko on joukko, jossa on #drellinen mééri
alkioita. Esimerkiksi viiden alkion joukko {n € N : n < 11 on parillinen} =
{2,4,6,8,10} on &direllinen. Vaikka intuitiivisesti tdmé& on itsestéén selvé asia, niin

médritelldadn joukon adrellisyys tasmaéllisesti.

Madritelldsin ensin joukon A alkioiden lukumddrd #A. Jos A = (), niin asetetaan
#A = 0. Jos taas on olemassa bijektiivinen jono x: {1,...,n} — A jollakin n € N,
jolloin A = {z1,...,z,}, niin asetetaan #A = n. Muissa tapauksissa merkitain
#A = oo. Sanotaan, ettd joukko A on ddrellinen, jos sen alkioiden lukumééré on

lukumaéaraluku ja n-alkioinen, jos #A = n € Ny. Jos joukko ei ole dérellinen, niin
1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 5

sanotaan, ettd se on ddreton. Oheinen kuva perustelee mééaritelmén avulla, etté

joukon {2,4,6,8,10} alkioiden lukumééra on 5.

9 10

Esimerkki 3.1. Pienet lapset laskevat usein sormillaan. Vaikka he tuskin ovat
kuulleet bijektiivisista kuvauksista, niin he kayttavat laskiessaan edelld annettua

madritelméa: sormet ovat yksi yhteen vastaavuudessa kymmenen ensimméisen


https://www.youtube.com/watch?v=NutXff6tscI
https://www.youtube.com/watch?v=NutXff6tscI
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luonnollisen luvun kanssa ja sormilla laskemisen idea on muodostaa bijektio sormien

ja laskettavien objektien vilille.

Lause 3.2. Jos A ja B ovat epdtyhjia joukkoja ja on olemassa bijektio g: A — B,
niin #A = #B.

Todistus. Jos A ja B ovat molemmat dérettomié, niin #4 = oo = # B. Voidaan siis
olettaa, ettd toinen joukoista on &arellinen. Jos A on &érellinen, niin méaaritelman
mukaan on olemassa bijektio f: {1,...,n} — A, missi n = #A € N. Koska lauseen
2.23 kohdan (3) mukaan kuvaus go f: {1,...,n} — B on bijektio, niin myos
#B = n. Jos taas B on &irellinen, niin on olemassa bijektio f: {1,...,n} — B,
missd n = #B € N. Télloin lauseen 2.11 ja lauseen 2.23 kohdan (3) mukaan kuvaus
g lof:{1,....,n} — A on bijektio, joten myds #A = n. O

Sanotaan, etti joukot A ja B ovat erilliset, jos AN B = (). Jos n € N, niin
joukot Ay,..., A, ovat keskenddn erillisid, jos A; ja A; ovat erilliset kaikilla
i,7 € {1,...,n}, joilla i # j. Seuraava summaperiaate osoittaa lukumééarin additii-

visuuden keskenéén erillisille joukoille.

Lause 3.3 (Summaperiaate). Jos n € N ja joukot Ay, ..., A, ovat ddrellisii ja

keskenddn erillisid, niin

HALU---UA,) =#A + -+ #A,.

Todistus. Osoitetaan viite induktiolla. Huomataan, ettéa viite tapauksessa n =1
on triviaalisti totta. Tehddédn induktio-oletus eli kiinnitetdéan luonnollinen luku &

ja oletetaan, ettd kaikilla keskendan erillisilla darellisilld joukoilla Aq, ..., Ay pétee

H(A U UA) = #A; + - + #A,.

Olkoot Ay,..., Ag, Ar1 keskendén erillisia darellisia joukkoja. Merkitdan B =
AjU---UA, ja huomataan, ettd induktio-oletuksen nojalla #B = #A; +- - -+ #A,.
Voidaan olettaa, ettd B # () # Ay, 1, silld muuten ei ole mitéin todistettavaa. Koska
B ja A1 ovat dérellisid joukkoja, niin on olemassa bijektiot f: {1,...,#B} — Bja
g:{1,..., #Ar 1} = A1 Méadritellddn kuvaus h: {1,... , #B,#B+1,... ,#B+
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#Ap1} — BU Apy asettamalla
f(n), josne€{l,...,#B},
g(n_#‘B)’ JOSTZG{#B+1,,#B+#A}€+1},

kaikille n € {1,...,#B, #B+1,...,#B + #A;,1}. Huomataan, ettd kuvaus h on
joukolla {1,...,#B} sama kuin kuvaus f ja joukolla {#B +1,...,#B + #Ax1}

VT

1 2 4B #B+1  #B+#A,

h(n) =

sama kuin kuvaus ¢ siirrettyné z-akselin suunnassa luvun #B verran. Oheinen

kuva havainnollistaa kuvausta h.

Osoitetaan, ettd h on bijektio. Naytetddn se ensin lauseen 2.8 kohdan (3) avulla
surjektioksi. Jos * € B U Ap 1, niin x € B tai x € Apyy. Jos © € B, niin
kuvauksen f surjektiivisuuden nojalla on olemassa n € {1,...,#B} siten, etti
x = f(n) = h(n). Jos taas * € Agi1, niin vedotaan vastaavasti kuvauksen ¢
surjektiivisuuteen. Néin ollen A on surjektio. Osoitetaan injektiivisyys lauseen
2.9 kohdan (3) avulla. Olkoon siis m,n € {1,..., #B,#B+1,...,#B + #Ax.1}
siten, ettd m # n. Koska f ja g ovat injektioita, niin voidaan olettaa, ettd m €
{1,....#B}janec{#B+1,...,#B+ #A,1}. Néin ollen h(m) = f(m) € B ja
h(n) = g(n — #B) € Agy1. Koska keskendén erillisyyden nojalla A; N Ag g = 0
kaikilla ¢ € {1,...,k}, niin myds B N Agy1 = 0. Néin ollen h(m) # h(n) ja siten h

on injektio.

Koska kuvaus h on bijektio, niin #(B U Ag.1) = #B + # A1 ja siten induktio-
oletuksen mukaan #(A; U+ U Ay U A1) = #(BU Agy1) = #B + # Ak =
#HAL + -+ F# AL +# A, 1. Induktioperiaatteen mukaan viite on nyt todistettu. [

Summaperiaatteen lisidksi toinen keskeinen periaate on tuloperiaate.
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Lause 3.4 (Tuloperiaate). Jos n € N ja joukot Ay, ..., A, ovat ddarellisid, niin

#H(A; X -+ X Ay) = #A - #A,.

Todistus. Osoitetaan viite tapauksessa n = 2 ja jétetdén yleinen tapaus harjoi-
tustehtiviiksi. Voidaan olettaa, ettd A; # () # A,, silli muuten ei ole mitdin
todistettavaa. Merkitaan Ay = {x1,...,z,} ja Ao = {y1,...,y,}, missé p = #A4,;

ja ¢ = #A,. Talloin karteesisen tulon méaaritelmén eli kohdan (2.1) mukaan

A x Ay = U U{(ifuyj)}

i=1j=1
Koska yhdisteen joukot ovat erillisid eli (z;,,v;,) # (zi,,¥;,) aina kun (i1, 1) #

(12, j2), niin summaperiaatteen eli lauseen 3.3 nojalla

H(ALx Ag) =D D #H{(wi,5)} = pg = #A; - #A,,

i=1 j=1

miké pitikin osoittaa. Il

Esimerkki 3.5. (1) Oletetaan, ettd rakennuksessa on etupuolella kaksi ulko-ovea ja
takapuolella kolme. T&lloin rakennukseen voi menné sisdén etupuolelta ja poistua

takapuolelle tuloperiaatteen mukaan kuudella eri tavalla.

(2) Kirjahyllyssé on viisi ranskankielistd, seitsemén englanninkielistid ja kymme-
nen suomenkielisté kirjaa. Kuinka monella tavalla sieltd voidaan valita kaksi eri
kielistd kirjaa? Olkoon R ranskankielisten kirjojen joukko, E englanninkielisten ja
S suomenkielisten. Talloin #R = 5, #FE = 7 ja #S5 = 10. Sallitut valinnat ovat
siis joukon (R x E)U (R x S) U (E x S) alkiot. Summa- ja tuloperiaatteiden eli

lauseiden 3.3 ja 3.4 mukaan kaksi eri kielisté kirjaa voidaan valita

H#(RXxE)URXS)U(EXS))=#R-#E+#R - #S+H#E - #S
=5-7+5-10+7-10 =35+ 50+ 70 = 155

eri tavalla.
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Joukon A potenssijoukko P(A) = {A" : A” C A} on joukon A osajoukkojen
muodostama kokoelma. Jos esimerkiksi A = {1, 2,3}, niin potenssijoukossa

P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1,2,3}}

on kahdeksan alkiota. Edelleen jos A ja B ovat joukkoja sekd x € A ja y € B,
niin {z},{z,y} € P(AU B). Niin ollen jérjestetty pari (z,y), joka Kuratowskin
médritelmén mukaan on joukko {{z}, {z,y}}, on kokoelman P(P(A U B)) alkio.
Siispd A x B € P(P(AU B)).

Lause 3.6 (Cantorin lause). Jos joukko A on ddrellinen, niin
#A < #P(A) = 2#4,

Todistus. Koska helpolla induktiotodistuksella ndhdéén, ettd n < 2" kaikillan € Ny,
niin epiyhtilo #A4 < 2#4 on voimassa. Riitt#d siis osoittaa, etti #P(A) = 2#4.
Jos A =0, niin #P(A) = #{0} = 1 = 2° = 2#4. Niin ollen voidaan olettaa, etti
A on epéatyhja. Merkitdén A = {xy,...,x,}, missd n = #A. Mééritelldén kuvaus
f:P(A) — {0,1}" asettamalla

f(A) = (iy,...,1,) € {0,1}"
kaikille A" € P(A), missé

1, josxz;e A,

0, josxz; ¢ A
kaikilla j € {1,...,n}. Oheinen kuva havainnollistaa alkion A" = {x3, x4, x¢, x7}
Al f

/_\

s (0,0,].,l,(),]_,]_,())

x
X9 Ts

kuvautumista kuvauksessa f, kun n = 8.

Jos (i1,...,4,) € {0,1}", niin joukolle A" = {z; € A : j on siten, ettd i; = 1}
pétee f(A’) = (i1,...,1,). Néin ollen f on lauseen 2.8 kohdan (3) mukaan surjektio.
Oletetaan sitten, ettd A’, A” € P(A) ovat siten, ettd A’ # A”. Tallsin A"\ A” #£ ()
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tai A"\ A" # 0. Jos A\ A” # (), niin on olemassa j siten, ettd z; € A" ja x; ¢ A”.
Néin ollen f(A") = (i1, .., 45, ... in) # (1), .-, .., 0,) = f(A”), silld kuvauksen
madritelmén mukaan i; = 1 ja ¢ = 0. Tapaus A"\ A’ # () paitelldan vastaavasti.
Siispd f on lauseen 2.9 kohdan (3) mukaan injektio. Koska f on bijektio, niin
lauseen 3.2 mukaan #P(A) = #{0, 1}". Siten tuloperiaatteen eli lauseen 3.4 nojalla

#P(A) = #{0,1}" = (#{0,1})" = 2#4

miké pitikin osoittaa. O

3.2. Asrettomiit joukot. Airettomii joukkoja voidaan tarkastella samalla aja-
tuksella kuin aarellisiéd joukkoja, vaikka niiden kokoja ei voidakaan vertailla lu-
kuméirian avulla. Sanotaan, ettéd epéatyhjit joukot A ja B ovat yhtd mahtavat, jos
on olemassa bijektio f: A — B. Télloin merkitdin A ~ B. Huomataan, ettd yhta
mahtavilla dérellisilla joukoilla on lauseen 3.2 mukaan sama lukumééra. Jos taas
on olemassa injektio f: A — B, niin merkitdan A < B ja sanotaan, ettd B on

mahtavampi kuin A.

Luonnollisten lukujen joukko N on #dreton joukko. Sanotaan, ettéd joukko A on
numeroituva, jos A < N. Téllaiselle joukolle on siis olemassa injektiivinen kuvaus
f: A — N. Tamén rajoittuma f: A — f(A) on lauseen 2.8 kohdan (4) mukaan
bijektio. Koska f(A) C N, niin lauseen 2.11 avulla ndhdéén, ettd rajoittuman
kiidnteiskuvaus f~': f(A) — A on bijektiivinen jono. Niin ollen numeroituva jouk-
ko on joukko, jonka alkiot voidaan luetella luonnollisten lukujen avulla, ts. niista
voidaan muodostaa jono. Jos joukko ei ole numeroituva, niin sanotaan, ettd se on
ylinumeroituva. Esimerkiksi luonnollisten lukujen joukko ja jokainen &éarellinen jouk-
ko ovat suoraan méaritelmén mukaan numeroituvia. Harjoitustehtéviné on osoittaa,
ettd myos kokonaislukujen ja rationaalilukujen joukot Z ja QQ ovat numeroituvia.

Myothemmin tullaan todistamaan, etté reaalilukujen joukko R on ylinumeroituva.

Esimerkki 3.7. (1) Hilbert'? esitti vuonna 1924 luennollaan ajatuksen hotellista,
jossa on ddrettoméan monta huonetta. Vaikka hotellin kaikki huoneet olisivat tdynné,
niin sinne voidaan silti majoittaa uusia vieraita. Tdmé& onnistuu pyytamaélla vierasta

huoneessa 1 siirtyméan huoneeseen 2, huoneen 2 vierasta siirtyméédn huoneeseen 3

19David Hilbert (1862-1943)

Luentovideo 6
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ja niin edelleen. Ndin saadaan jokainen hotellin vieras siirrettyd uuteen huoneeseen
ja huone 1 tyhjéksi uutta vierasta varten. Toisin sanoen, mééarittelemélld bijektio
f: N — N\ {1} asettamalla f(n) = n+1 kaikille n € N n&hdéén, ettd N ~ N\ {1}.
Siispé joukot N ja N\ {1} ovat numeroituvia ja yhtd mahtavat.

(2) Hilbertin hotellissa uusien vieraiden mééra voi myos olla ddreton. Jos
E = {n € N : n on parillinen} on parillisten luonnollisten lukujen joukko, niin
médritteleméilld bijektio f: N — FE asettamalla f(n) = 2n kaikille n € N nahdéén,
ettd N ja F ovat yhtd mahtavat. Hotellin omistaja voi siis ottaa numeroituvasti
adrettoman madrdan uusia vieraita siirtdmaélld jokaisen vieraan huoneesta n huo-
neeseen 2n vapauttaen ddrettomén madrdn huoneita, nimittdin kaikki parittomat

huoneet.

Valinta-aksiooman mukaan mistéd tahansa kokoelmasta epétyhjiad joukkoja voi
muodostaa joukon valitsemalla alkion jokaisesta kokoelman joukosta. Jos siis I on
indeksijoukko ja {A4;};c;r on kokoelma epétyhjia joukkoja, niin valinta-aksiooma
olettaa, ettd on olemassa kuvaus f: I — |J,c; A; siten, ettd f(i) € A; kaikilla
i € I. Sen lisiksi, ettd Russellin'! seuraava esimerkki valaisee valinta-aksioomaa, se
myd6s havainnollistaa mahdollisia eteen tulevia hankaluuksia dédrettomien joukkojen
tarkasteluissa. Adrettoméin monesta kenképarista voidaan muodostaa vasemman
jalan kenkien joukko ilman valinta-aksioomaa. Vaikka pitda tehda dadrettoméan
monta valintaa, niin siihen on tésmallinen sdanto. Mutta jos kenképarien sijasta
onkin ddrettomén monta sukkaparia, ja tehtdvind on muodostaa joukko, jossa
on yksi sukka kustakin parista, niin tarvitaan valinta-aksioomaa. Koska kussakin
sukkaparissa sukat ovat samanlaisia, niin sukkien valintaan ei ole tésmallista
valintasdantod. Huomautetaan vield, ettéd jos sukkapareja on ddrellinen méaéra, niin

valinta voidaan tehda induktiivisesti vetoamatta valinta-aksioomaan.

Jos A on #érellinen joukko, jossa on vihintéaén kaksi alkiota, niin tuloperiaatteen
eli lauseen 3.4 mukaan #A < (#A)? = #(A?) ja siten lauseen 3.2 nojalla joukkojen
A ja A? vililld ei ole bijektiota eiké ne siten ole yhtd mahtavat. Seuraava lause

nayttad, ettd darettomien joukkojen kanssa tilanne on erilainen.

Lause 3.8. Joukot N ja N? ovat yhtd mahtavat.
UBertrand Arthur William Russell (1872-1970)
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Todistus. Viitteen todistamiseksi riittdd osoittaa, ettd kuvaus f: N x N — N, jolle

Flm.n) = (m+n—2)2(m—|—n—1)

kaikilla m,n € N, on bijektio. Merkitdédn p = m +n — 2 € Ny, jolloin f(m,n) =
%p(p+ 1) + m, ja huomataan, ettd f(1,1) =1, f(1,2) =2, f(2,1) =3, f(1,3) =4,

+m

n
11

7 12

15

m

f(2,2) =5, f(3,1) =6, f(1,4) =7 ja niin edelleen. Oheinen kuva havainnollistaa

kuvausta f.

Osoitetaan lauseen 2.8 kohdan (3) avulla, ettd f on surjektio. Olkoon siis k£ € N.
Koska aritmeettisen sarjan summakaavan mukaan
p(p+1)
2
kaikille p € N, niin voidaan valita p € Ny siten, etté

p(p;—l)<k<(p+1)2(p+2):p(p;‘1)+p+1_ (3.1)

Huomataan, ettéd luku p+ 1 kertoo monennellako diagonaalilla origosta laskien luku

142434 +p=

k sijaitsee. Jos esimerkiksi k € {4,5,6}, niin lukua p + 1 = 3 vastaava diagonaali

on ympyroity kuvaan. Asetetaan m = k — %p(p +1) jan =p—m+ 2. Tallin

(p+1)+

f(m,n):p 5 m=k

ja f on surjektio.

Osoitetaan sitten lauseen 2.9 kohdan (3) avulla, ettd f on injektio. Olkoon siis
(m,n), (k,1) € N x N siten, ettd (m,n) # (k,1). Jos m+mn =k +1, niin m # k ja
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fm,n)=1iplp+1)+m#iplp+1)+k=f(k1), missip=m+n—2=k+1—-2.
Voidaan siis olettaa, ettd m +n # k+ 1. Merkitdédn p=m+n—2jap = k+1— 1.
Koska p # p/, niin p < p’ tai p’ < p. Tarvittaessa merkintoji vaihtamalla voidaan

olettaa, ettd p < p/. Talloin kohdan (3.1) nojalla

+1 ‘(P +1
p(p+1) PN W' +1) (3.2)
2 2
Koska m = p —n+ 2 < p+ 1, niin kohdan (3.2) mukaan
+1 +1
f(ﬁm):p(p2 )+m<p(p2 ) pa1
/(0] 1 /(A 1
<UD D k)
ja f on injektio. U

Todetaan vield lopuksi, ettd Tarskin'? vuonna 1924 todistaman lauseen mukaan
valinta-aksiooma on yhtépitdvi sen kanssa, ettd A ~ A? kaikilla #érettomilld
joukoilla A. Aiemmin oli jo tunnettua, ettd véitetty yhtdamahtavuus seuraa valinta-
aksioomasta, joten Tarskin todistuksessa oli kyse implikaatiosta toiseen suuntaan.
Tarski tarjosi tulostaan julkaistavaksi Comptes Rendus de I’Académie des Sciences
-lehdessd, mutta Fréchet!? ja Lebesgue!® hylkisivit sen. Tarinan mukaan Fréchet
perusteli hylkayksen sillé, ettd implikaatiota kahden tunnetun tosiasian vélilla ei
voida pitdé uutena tuloksena ja Lebesgue silld, ettéd implikaatio kahden epatoden

vaitelauseen valilla ei ole kiinnostava.

4. ALKEISFUNKTIOISTA

4.1. Potenssi- ja juurifunktiot. Jos z € R ja n € N, niin tunnetusti reaali-
luvun z n:s potenssi ™ on lyhennysmerkinté, jolla esitetdén luvun x n kertaa
toistuva kertolasku. Lukua x kutsutaan téssé kantaluvuksi ja lukua n eksponentiksi.
Tasmallisesti 2" mééritelliin asettamalla ' = 7 ja rekursiivisesti 2" = 2"x
kaikille n € N. Asetetaan myds 2° = 1 kaikille z € R. Potenssin mééritelméin avulla
tulon tekijoita tarkastelemalla saadaan johdettua seuraavat laskusdéannot:

12A1fred Tarski (1901-1983)

13Maurice René Fréchet (1878-1973)
“Henri Léon Lebesgue (1875-1941)
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Lause 4.1. Jos z,y € R ja m,n € N, nun

(1) aman = am,
(2) z—f = 2™ " aina kun x # 0 jam > n,
(3) @) = am,

(4) a™y" = (zy)",

(5) Z—: = (3)" aina kun 'y # 0.

Todistus. Viitteet seuraavat suoraan potenssin méaritelmésta. Esimerkiksi kohta

(2) pitdé paikkansa, silld kohdan (1) nojalla &7 = ££52 — gm—n, d

Koska sovittiin, ettéi 2° = 1 kaikilla € R, niin i—: =1=2"=2""" ja lauseen
kohta (2) pétee myos kun m = n. Jotta kohta (2) pétisi myos kun m < n, niin
taytyisi olla 27" = :%n Maéritellddn siis 7" = xin kaikille z # 0 ja n € N. Télloin
tulon tekijoita jilleen tarkastelemalla ndhdéén, ettéd lauseen kohta (1) on voimassa
kaikilla m,n € Z ja siten my6s kohta (2), silld kohdan (1) nojalla 2" = 2™az™" =
ml _

= “’;—7: kaikilla m,n € Z. Vastaavasti ndhdéaéan, ettd muutkin kohdat ovat

voimassa kaikille m,n € Z. Koska luonnollisena pidetyt laskusdannot ovat voimassa,

T

niin potenssin x~" méadritelméa negatiivisille kokonaislukueksponenteille on jérkeva.

Voitaisiinko potenssi méaritella myos rationaalilukueksponenteille? Jos x > 0
ja n € N, niin laskusdéntojen eli lauseen 4.1 kohtaa (3) tarkastellen néyttaisi
luonnolliselta asettaa zn luvuksi, jonka n:s potenssi on x itse eli (x%)” = .
Mutta misté tiedetédén, ettd téllainen luku 2% on olemassa? Kun n = 2, niin tata
kysymysté ollaan jo pohdittu esimerkissé 2.18. Geometrisesti tarkastellen luvun 3
eli nelivjuuren /z olemassaolo vaikuttaa ilmeiseltd, mutta kuinka se perustellaan
analyyttisesti? Jos ajatellaan luvun x > 0 potenssiin korotus z™ reaalifunktioksi
fn:]0,00) = [0,00), fn(x) = 2™, niin riittédé osoittaa, ettd f, on bijektio. T&lloin
nimittiin lauseen 2.11 mukaan silli on kiéinteisfunktio £, ! siten, ettd luvun f*(z)
n:s potenssi on f7H(z)" = fu(f'(z)) = x. Luvuksi z= voidaan niin ollen valita
f1(x). Bijektiivisyyden osoittamiseksi tarvitaan Bolzanon'® lausetta, joka on
ilmeinen toteamus jatkuville reaalifunktioille. Intuitiivisesti reaalifunktion jatkuvuus

tarkoittaa sité, ettd funktion kuvaaja voidaan piirtdd nostamatta kyndé paperista.

15Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848)
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Lause 4.2 (Bolzanon lause). Olkoot a,b € R ja f: [a,b] — R jatkuva reaalifunktio
siten, etti f(a) <0 < f(b). Tdalloin on olemassa ¢ € [a,b] siten, etti f(c) = 0.

Bolzanon lauseen todistus sivuutetaan, silld sitd varten taytyy ymmértéa reaali-
lukujen ominaisuuksia hieman tarkemmin ja tyoskennelld jatkuvuuden tasmaéllisen
médritelmén kanssa. Todistus perustuu reaalilukujen taydellisyyteen eli tietynlai-

seen rajankdyntiominaisuuteen, jota jo hahmoteltiin esimerkissé 2.18.

Esimerkk: 4.3. Bolzanon lauseen avulla saadaan yhden pisteen avulla selvitettya
reaalifunktion kuvapisteen merkki useammassa pisteessi. Oletetaan, ettéd jatkuvalla
reaalifunktiolla f: [a,b] — R on esimerkiksi tdsméilleen kaksi nollakohtaa, ts. on
olemassa yksikésitteiset luvut z,y € [a, ] siten, ettd a <z <y < bja f(x) =0=
f(y). Jos télldin f(z1) < 0 jollakin 2z, € [a,z), f(22) > 0 jollakin z € (z,y) ja

— + —

f(z3) < 0 jollakin z3 € (y,b], niin f(2) < 0 kaikilla z € [a,x), f(z) > 0 kaikilla
z € (x,y) ja f(z) < 0 kaikilla z € (y,b]. TAm& nidhd&én helposti olettamalla vastoin
véitetta, ettd esimerkiksi valilla (z,y) kuvapisteitd olisi kummankin merkkisia.
Talloin on olemassa pisteet ¢,d € (x,y) siten, ettd ¢ < d ja joko f(c) < 0 < f(d)
tai f(c) > 0> f(d). Tarkastelemalla kuvauksen f sijasta tarvittaessa kuvausta — f
riittad késitella tapaus f(c) < 0 < f(d). Téll4 oletuksella lauseen 4.2 nojalla on
olemassa z € (c,d) siten, ettd f(z) = 0. Tam4 ei ole mahdollista, silla oletuksen
mukaan funktiolla f on tdsmélleen kaksi nollakohtaa. Bolzanon lause siis antaa

keinon tarkastella jatkuvan reaalifunktion kédyttaytymistd "merkkiputken” avulla.
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Lause 4.4. Jos n € N, niin reaalifunktio f,: [0,00) = R, f,(z) = 2", on aidosti
kasvava ja f,([0,00)) = [0, 00). Lisiksi rajoittuma f,: [0,00) — [0,00) on bijektio.

Todistus. Olkoot n € N ja x,y € [0, 00) siten, ettd x < y. Koska f,(z) = 2™ < y" =
fn(y), niin f,, on aidosti kasvava. Néin ollen lauseen 2.19 mukaan f,: [0,00) — R
on injektio.

Koska positiivisen luvun potenssi on positiivinen, niin f, ([0, 00)) C [0, 00). Néin
ollen lauseen 2.8 kohdan (3) nojalla riittd4 osoittaa, etté [0, 00) C f,([0, 00)). Olkoon
siis y € [0,00). Koska f,,(0) = 0, niin voidaan olettaa, ettd y > 0. Maaritelldén
reaalifunktio g,: [0,00) — R asettamalla g,(z) = f,(z) — y kaikille z € [0, c0).

Oheinen kuva havainnollistaa kuvausta g¢,. Huomataan, ettda luku f,(z) = 2"

Y
gn(M)

<
8

-y

saadaan niin suureksi kuin halutaan valitsemalla vain x > 0 riittdvan suureksi.
Niin ollen on olemassa M € (0, 00) siten, ettd f,(M) > y. Huomataan myds, etta
rajoittuma g, : [0, M] — R on ilmeisesti jatkuva ja ¢,(0) = —y <0 < f,(M) —y =
gn(M). Siten Bolzanon lauseen eli lauseen 4.2 mukaan on olemassa ¢ € [0, M] siten,

ettd gn(c) =0 eli f,(c) = y. Néin ollen y € f,,([0,00)) ja [0,00) C f,([0,00)). O

Jos siis z > 0, niin lauseiden 4.4 ja 2.11 nojalla luvun f, !(z) n:s potenssi
on [ (z)" = fo(f7H(z)) = x ja xw voidaan siten médritelld luvuksi f!(z).
Reaalilukua z= > 0 kutsutaan myos luvun x > 0 n:nneksi juureks: ja sille usein
kiytetadn merkintdd {/x. Lukua /z = ¥z sanotaan nelidjuureksi ja lukua /z
kuutiojuureksi. Koska n:s juuri on kuvauksena n:nnen potenssin kdéanteiskuvaus,

niin lauseen 2.11 mukaan

y=2z" & =y (4.1)
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kaikilla =,y > 0 ja n € N. Huomataan myos, ettd koska lauseen 4.4 nojalla n:s
potenssi f,, on aidosti kasvava, niin lauseen 2.21 kohdan (1) mukaan my6s n:s juuri

f.71 on aidosti kasvava. Néin ollen lauseen 2.15 kohdan (1) mukaan

Ve<fy & <y & a"<y’ (4.2)
aina kun z,y > 0. Oheinen kuva havainnollistaa reaalifunktioiden f;: [0,00) —

Y

[0,00), fy(z) = 2%, kuvaajia kun ¢ € {%, i, %, 1,2,4,8}. Kuvaaja valinnalla ¢ = %

on korostettu katkoviivalla.

Jos ¢ € Q, niin on olemassa m € Z ja n € N siten, ettd ¢ = ™. Jos x > 0, niin
asettamalla 29 = xn = (:Em)% saadaan potenssin méaéritelmé laajennettua ratio-
naalilukueksponenteille siten, ettd edelld mainitut laskutoimitukset ovat voimassa.
Tamén toteaminen jitetddn harjoitustehtédviksi. Voidaan osoittaa, ettd rationaali-
luvut ovat reaalilukujen joukossa tiheéssé eli ettd mitéd tahansa irrationaalilukua
voidaan arvioida mielivaltaisen tarkasti rationaaliluvuilla. Tdmén havainnon avulla
potenssin médritelmé saadaan reaalilukujen tédydellisyyden avulla laajennettua
myos reaalilukueksponenteille. Jos siis > 0 ja r € R, niin potenssi " voidaan

médritelld niin, ettd lauseessa 4.1 esitellyt laskutoimitukset ovat voimassa:

Lause 4.5. Jos x,y >0 jar,s € R, niin
(1) a"a* = ™,
(2) & =2,
(3) (a7)" =",
(4) «"y" = (xy)",
(5) & =)
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Sivuutetaan lauseen todistus ja todetaan, etté oletusta rajoittua positiivisiin
reaalilukuihin ei yleisesti voida valttaa: jos laskuséddnnot olisivat voimassa myo6s

negatiivisille kantaluvuille, niin lauseen 4.5 kohtien (4) ja (1) nojalla pétisi
1 1
= ((=D(=1))> = (=1)2(=1)2 = (=1)

mikéa on tietysti ristiriita. Myoskaédn nollaa ei ole soveliasta korottaa rationaali-

+

N[
N
N|=

=(-)'=-1, (43

N|=

1=1

potenssiin: jos eksponentti olisi negatiivinen, niin pdadyttaisiin jakamaan nollalla.
Seuraavan lauseen avulla ndhd&én, ettd joissain tilanteissa méaaritelmé voidaan

kuitenkin laajentaa negatiivisille kantaluvuille:

Lause 4.6. Jos n € N on pariton, niin reaalifunktio f,: R — R, f.(z) =z", on

aidosti kasvava bijektio.

Todistus. Olkoon n € N pariton ja k € Ny siten, ettd n = 2k 4 1. Potenssin lasku-
sdiintojen eli lauseen 4.1 kohtien (1) ja (3) mukaan f,(—z) = (—2)" = (—z)?**! =
(—I)Zk(—l‘)l — ((—x)2)k(—:)3) — (:L’2)k(—l’) — I2k(_x) — _kaxl — —:L’2k+1 —
—2" = —f,(z) kaikilla x € R. Néin ollen f, on pariton eli erityisesti f,(z) =
— fn(—2) kaikilla z € (—o00,0]. Lauseen 4.4 nojalla f,, on aidosti kasvava joukossa
[0,00). Jos z,2" € (—o00,0] siten, ettd = < 2/, niin —x, —2’ € [0,00) siten, etti
2! < = fu—a) < ful—a). Siisphi fu(s) = —ful(—2) < —fu(~2") = fa(a) Ja
fn on aidosti kasvava myos joukossa (—oo, 0]. Koska lauseen 4.4 mukaan rajoittuma
fn:]0,00) — [0, 00) on liséksi bijektio, niin parittomuuden mukaan my6s rajoittuma
fn: (—00,0] = (=00, 0] on bijektio. Siispd f: R — R on bijektio. O

Jos siis # € R jan € N on pariton, niin lauseiden 4.6 ja 2.11 nojalla luvun f ()
n:s potenssi on f1(z)" = f(f(z)) = z ja z= voidaan siten mésritelld luvuksi
[} (x). Esimerkiksi (—8)3 = —2, silld (—2)? = —8. Jos siis n € N on pariton, niin
lauseen 2.11 mukaan

y=z" & =3y (4.4)
kaikilla z,y € R ja lauseiden 2.21 ja 2.15 kohtien (1) mukaan

Ve<fy & <y & a"<y’ (4.5)
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aina kun x,y € R. Huomataan vield, ettd jos n € N on parillinen, niin (—1)" =1
ja kohdan (4.1) mukaan

y=z" & z==xy (4.6)
kaikilla z € R jay > 0.

Esimerkki 4.7. (1) Ratkaistaan epéyhtalo

el

(2% +2)7 > (2 + 32)i.

Neljés juuri on méaéritelty vain ei-negatiivisille kantaluvuille. Siksi vaaditaan, etté
22+ 3r =xz(x +3) = 0eli x < —3 tai z > 0. Huomataan myds, ettd kohdan (4.2)

mukaan

(91:2—1—2)i>(x2—|—3x)i & 42> +3
2

= <.
3

Néin ollen epéayhtélo patee luvulla x tdsmélleen silloin, kun x < -3 tai 0 < x <

wirn

(2) Olkoon f: R\ {—-2} = R,

5/ 3T
€T) = _—
f(z) r+2
ja selvitetddn onko reaalifunktiolla f tai sen sopivalla rajoittumalla kadnteisku-

vausta. Huomataan, ettéd kohdan (4.4) mukaan

s/ 3T
f@)=y & \5=Y

3. 4
x—|—2_y
& 3r=y(z+2)

& 23—y =2

2y°
= T = 3_ y5
kunhan x # —2 ja y # v/3. Niin ollen kuvaukselle g: R\ {v/3} — R\ {—2},
2y°
9(y) =
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pitee g(f(z)) = z kaikilla z € R\ {—2} ja f(g(y)) = y kaikilla R \ {v/3}. Siispa
lauseen 2.12 mukaan reaalifunktio g: R \ {v/3} — R\ {-2} on rajoittuman
f: R\ {-2} = R\ {V/3} kiinteiskuvaus.

(3) Huomataan, ettd f: R — R, f(z) = v/22 — 3, on parillinen reaalifunktio. Se
ei ole injektio, sillé esimerkiksi f(—v/3) = 0 = f(v/3). Etsitdén mahdollisimman
laaja vili A C R siten, ettid rajoittuma f: A — f(A) on bijektio. Maaritelldén
g,h: R — R asettamalla g(z) = 2% — 3 ja h(x) = /7 kaikille z € R, jolloin

(hog)(x) =h(z* —3) = Va? =3 = f(z)

kaikilla z € R. Huomataan, ettd h on aidosti kasvava, g on aidosti kasvava jou-
kossa [0,00) ja g on aidosti vihenevé joukossa (—oo,0]. Liséksi g([0,00)) =
[—3,00) = g((—00,0]) ja h([=3,00)) = [~v/3,00). Lauseen 2.24 nojalla rajoit-
tumat hog: [0,00) = R ja hog: (—o00,0] — R ovat aidosti monotonisia ja siten
lauseen 2.19 mukaan injektioita. Siispi rajoittumat f: [0,00) — [—v/3,00) ja
f: (—00,0] = [~V/3,00) ovat lauseen 2.8 nojalla bijektioita.

4.2. Polynomit. Jos n € N, niin astetta n oleva polynom: on reaalifunktio P: R —
R, jolle

n
P(z) = E = apr™ + a1 2" -+ a0x® + a1z + a
k=0

kaikilla z € R, missi ag, ...,a,1 € R ja a, € R\ {0} ovat polynomin kertoimet.
Jos n = 0, niin vakiokuvausta P: R — R, P(x) = ag, sanotaan nolla-asteiseksi

polynomiksi. Sallitaan téssé tilanteessa myos se, ettd vakio ay voi olla 0. Oheinen

Y

\_] x

kuva havainnollistaa erédstd neljinnen asteen polynomia.

.~"‘.
@ s


https://www.youtube.com/watch?v=Zf_ubeBbvw4
https://www.youtube.com/watch?v=Zf_ubeBbvw4
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Algebran peruslauseen eli lauseen 6.8 mukaan milld tahansa polynomilla on
nollakohta — jos ei reaalinen, niin sitten kompleksinen. Kompleksilukuihin tutus-
tutaan luvussa 6. Toisin sanoen, jokaiselle polynomille P on olemassa reaali- tai
kompleksiluku zq siten, ettd P(xg) = 0. Polynomin nollakohtia kutsutaan myos
Juuriksi. Osoitetaan nyt, ettd n asteisella polynomilla on korkeintaan n reaalista

juurta. Téatéd varten tarvitaan seuraavaa lausetta.

Lause 4.8. Olkoon n € N ja P: R — R astetta n oleva polynomi. Jos xo € R on
polynomin P nollakohta, niin on olemassa astetta n — 1 oleva polynomi Q) siten,
ettd

P(z) = (z — z0)Q(x)
kaikilla x € R.

Todistus. Osoitetaan ensin induktiolla, ettd jos x,y € R, niin

n—1
Byt = —y) > T Ty

= (@ —y) @+ 2" Py ay T )

kaikilla n € N. Koska 2! — y* = (x — ) - 1, niin alkuaskel on voimassa. Tehd#in

induktio-oletus eli kiinnitetdin luonnollinen luku % ja oletetaan, ettd 2% — y* =

(x —y) Z?;& P17y Koska t#lloin

T — g =y (e —y) + 2(a” — )
k

=y @ —y)+a(@—y) Y Y

-1
—0

<

k—1

=(z-y) (y'“ + Zx’“‘l‘jyj)
=0
k—1

= (z—y) (xoy’“ + Y ah iy )

niin induktioperiaatteen mukaan viite (4.7) on voimassa kaikilla n € N.
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Olkoon n € N ja P: R — R polynomi siten, ettéi

n
P(z) = E apt® = apx™ + an_12" o+ asr? + a1z + ag
k=0

kaikilla € R, missa ag,...,a,-1 € R ja a, € R\ {0}. Jos 2o on polynomin P
nollakohta, niin merkitsemall&

k—1

Qr-1(x) = Z a:k_l_jx%

j=0
kaikille x € Rja k € {1,...,n} ndhdaén, ettd Qr_, on astetta k — 1 oleva polynomi
ja kohdan (4.7) mukaan

ot —af = (¢ — 20)Qx-1(x)

kaikilla x € R ja k € {1,...,n}. Néin ollen

P(x) = P(z) — P(xo) = Z apx® — Z aprh = Z ap(z® — xk)

— (o - 1) Y mQuea(a) = (2 — 0)Q(a),
k=1
missd @Q: R - R, Q(z) = 1_, axQr—1(x), on astetta n — 1 oleva polynomi. [

Lause 4.9. Jos polynomin aste on n € N, nuin silli on korkeintaan n reaalista

juurta.

Todistus. Tehddan induktiotodistus. Jos P on polynomi, jonka aste on 1, niin on
olemassa ap € R ja a; € R\ {0} siten, ettd P(z) = ajxz + ap kaikilla z € R.
Reaaliluku zy on nollakohta tédsmélleen silloin, kun a1z 4+ ag = 0 eli xy = —ag/a;.
Néin ollen 1-asteisella polynomilla on tdsmaélleen yksi reaalinen juuri ja alkuaskel

on volmassa.

Tehdaédn induktio-oletus eli kiinnitetdédn luonnollinen luku k ja oletetaan, etta
jokaisella k-asteisella polynomilla on korkeintaan k reaalista juurta. Olkoon P
polynomi, jonka aste on k + 1. Jos polynomilla P ei ole reaalisia juuria, niin ei
ole mitaédn todistettavaa. Voidaan siis olettaa, ettd on olemassa xg € R siten, etta

P(xy) = 0. Néin ollen lauseen 4.8 mukaan on olemassa k-asteinen polynomi @
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siten, ettd

P(z) = (z — x)Q(z) (4.8)
kaikilla x € R. Koska induktio-oletuksen nojalla polynomilla () on korkeintaan k
reaalista juurta, niin esityksen (4.8) mukaan niitd on polynomilla P korkeintaan
k 4+ 1. Induktioperiaatteen mukaan véiite on siis voimassa kaikilla luonnollisilla

luvuilla n. O

Jos P: R — R on toisen asteen polynomi, ts.
P(x) = az® + bz +c

kaikilla x € R, missé a, b, ¢ € R ja a # 0, niin kuvausta P kutsutaan paraabeliksi.
JosdeRjaTy: R— R, Ty(x) = x — d, niin paraabelin Q: R — R, Q(z) = 22,

(1) skaalaus tai peilaus z-akselin suhteen on a@Q: R — R, (aQ)(z) = az?,

(2) y-akselin suuntainen siirto on Q +c: R = R, (Q + ¢)(x) = 22 + ¢,
(3) z-akselin suuntainen siirto on Q o Ty: R - R, (Q o Ty)(z) = (z — d)*.

Huomataan, ettd kukin erikoistapaus on symmetrinen jonkin y-akselin suuntai-
sen suoran suhteen. Sanotaan, ettd tdmén suoran ja paraabelin leikkauspiste on
paraabelin huippu. Kuvan tilanteissa huiput ovat pisteissa (0,0), (0,¢) ja (d,0).
Seuraavan lauseen mukaan miké tahansa paraabeli saadaan skaalauksen, peilauksen

ja molempien akselien suuntaisten siirtojen avulla paraabelista Q).
Lause 4.10. Jos P: R — R, P(z) = ax® + bx + ¢, missi a,b,c € R ja a # 0, niin
P(z) = (a(Q o Ty) + ) (x) = a(x —d)* + ¢

kaikilla x € R ja paraabelilla P on huippu pisteessi (d,c), missi Q: R — R,
Q) =2 jaTy: R =R, Tylw) =z —d, sekid=—L jad =2 1 ¢
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Todistus. Suoralla laskulla ndhd&ééan, etta

P(z) :ax2+bx+c:a<x2+gm+§>
~ofet 2o () - (@) + )

~a((e+30) - () + )

kaikilla 2 € R. Paraabelin P huippu on siten pisteessé (— 2, —% +¢). O

Lauseen 4.10 avulla paraabelin kadyttaytymistd voidaan hahmotella sen huipun
seké paraabelin ja koordinaattiakselien leikkauspisteiden avulla. Paraabeli P leikkaa
y-akselin pisteessé (0, P(0)) = (0, ¢). Lauseen 4.9 mukaan toisen asteen polynomilla
on korkeintaan kaksi reaalista nollakohtaa. Jos xq € R on paraabelin P nollakohta,
niin P leikkaa x-akselin pisteessd (xg,0). Selvitetdén toisen asteen polynomin

nollakohdat seuraavassa lauseessa.

Lause 4.11. Olkoon P: R — R, P(z) = az* + bx + ¢, missi a,b,c € R ja a # 0.

Tilloin o € R on paraabelin P nollakohta tdsmdlleen silloin, kun b* —4ac > 0 sekd

lisiksi
—b+ Vb? — 4dac , —b—Vb? —4dac
Ty = 5 tai Ty = % .

Todistus. Lauseen 4.10 ja kohdan (4.6) mukaan

b\2 b
P(z)=0 < a<m+%> —EJrc:
N <+b)2 b2 ¢ b®—4dac
€T —_ - — =
2a 4a?2 «a 4a?
b b2 _ 4 N/
o o4l o gy e VO —dac
2a 42 2a
—b+Vb? — 4dac
= xr = %a ,

mista vaite seuraa suoraan. O
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Lauseen 4.11 nojalla toisen asteen polynomin P: R — R, P(x) = az?® + bx + ¢,

reaalisten nollakohtien lukuméérd médraytyy seuraavasti:

(1) Jos b* — 4ac > 0, niin paraabelilla P on kaksi reaalista juurta.
(2) Jos b* — 4ac = 0, niin paraabelilla P on yksi reaalinen juuri.

(3) Jos b* — 4ac < 0, niin paraabelilla P ei ole reaalisia juuria.

Lukua b? — 4ac kutsutaan paraabelin P diskriminantiksi.

Esimerkki 4.12. Hahmotellaan paraabelin P: R — R, P(z) = x® — 2z — 1, kuvaajaa.
Koska P(0) = —1, niin kuvaaja kulkee pisteen (0, —1) kautta. Lauseen 4.10 nojalla
P(z) = (x — 1)* — 2 kaikilla z € R ja paraabelin huippu on pisteessi (3, —2).
Lauseen 4.11 mukaan kuvaaja kulkee myos pisteiden (1 4+ v/2,0) ja (1 — v/2,0)

kautta. Koska paraabelissa P termin x? kerroin on 1, niin lauseen 4.10 mukaan P

Y

saadaan molempien akselien suuntaisten siirtojen avulla paraabelista @): R — R,

Q(x) = x*. Oheinen kuva havainnollistaa paraabelia P.

Toisen asteen polynomin nollakohtien ratkaiseminen on vanha ongelma. Baby-
lonialaiset savitaulut ajalta 2000 eaa. osoittavat, ettd suorakaiteen sivuihin ja
pinta-alaan liittyvid ongelmia on osattu ratkaista jo tdné aikana. Jos suorakaiteen
sivujen pituudet ovat a ja b, niin se, ettd suorakaiteen piiri on 2p ja pinta-ala on ¢
eli

a+b=p ja ab=q

on yhtéipitdava sen kanssa, ettd a ja b ovat polynomin

P:R—R, P(z)=2*—prtq,
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nollakohdat. Puhtaana matemaattisena ongelmana nollakohdat onnistui selvitta-
méiin Brahmagupta'® teoksessaan Brahmasphutasiddhanta noin vuonna 628. Hinen
ratkaisunsa oli kuitenkin osittainen. Téydellisen ratkaisun reaalijuurille esitti al-
Khwarizmi'” teoksessaan al-Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wal-mugqabala
vuonna 820. Hén selvitti nollakohdat neligiméalla eli onnistui esittdmédn polynomin
kuten lauseessa 4.10. Sana ”algebra” on tullut kirjan otsikossa esiintyvisti sanasta

"al-jabr”, joka tarkoittaa palauttamista.

Tarkastellaan seuraavaksi kolmannen asteen polynomeja. Cardano'® julkaisi del
Ferron'® 16ytamén seuraavassa lauseessa esitetyn ratkaisun tietyille kolmannen

asteen polynomien nollakohdille kirjassaan Ars Magna vuonna 1545.

Lause 4.13 (Cardanon kaava). Olkoon P: R — R, P(z) = x3 + px + q, missd
p,q € R. Jos 4p> + 27¢* > 0 ja

3l q @ s q ¢ p
xo_\/ 2+\/4+27+\/2 Vi "o

nin xog € R on polynomin P nollakohta.

Todistus. Jos p = 0, niin lauseen 4.6 mukaan xo = /—q € R ja viite pitda selvisti
paikkansa. Voidaan siis olettaa, ettd p # 0. Sijoittamalla polynomin P lausekkeeseen

T =z — 4, missi z # 0, saadaan

3
Fomea= (=2 ol E)
3z 3z
3 o P PN (P p
s (Z) () - () ol )
: Z3Z+Z3z 3z A 32+q
3
_ 3P
- 2723+q.
Huomataan, etté jos
3
p
() +4(*) = 5= =0, (4.9)

16Brahmagupta (n. 598-668)

1"Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi (n. 780-850)
18Gerolamo Cardano (1501-1576)

19Scipione del Ferro (1465-1526)
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niin 2% — 2723 +q=0ja P(z— £) = 0. Eli jos zj on yht#lén (4.9) ratkaisu, niin

Ty = 29 — <& on polynomin P nollakohta. Koska oletuksen nojalla 4p® + 27¢ > 0,

niin lauseen 4.11 mukaan yhtalolla (4.9) on kaksi reaalista ratkaisua,

S S D A O B N L
I i TR L R A TS
Koska ) . .
9= (Y - (5 E) =B (D) 40
w04 ( 2 T 27 70,
niin zp # 0 ja siten myos z; = —=£. Néin ollen polynomin P erds reaalinen

nollakohta xy on kohdan (4.4) mukaan

p 3 3
$0=ZO—§=ZO+Z1= zo + £/ 23,
0

kuten vaitettiin. O

Muistetaan, ettd lauseen 4.9 mukaan kolmannen asteen polynomilla on korkein-
taan kolme reaalista juurta. Cardanon kaava antaa tietylla oletuksella lausekkeen
yvhdelle reaalijuurelle. Loppujen nollakohtien selvittdminen voidaan esimerkiksi
palauttaa lauseen 4.8 avulla toisen asteen polynomin juurien méaarittdmiseen eli

lauseeseen 4.11.

Cardanon kaavan avulla voidaan tarkastella yleisempiékin kolmannen asteen
polynomeja. Olkoon P: R — R, P(z) = a3z®+ asx®+ a2 +ag, missi ag, ay, as, az €
R ja az # 0. Nollakohtien selvittdmiseksi polynomin P lauseke voidaan jakaa
nollasta eroavalla luvulla as, jolloin saadaan ratkaistavaksi yht#lo 23 +az? +br+c =

0, missd a = 2, b = % ja ¢ = L, Sijoittamalla tdhdn x = y — ¢ saadaan
az’ as as 3

2® +az® +br+c= (y—g>3+a<y—g> +b<y——>+c

3 3 3
a a 2a2
_(,_ @ _a, 2 b) 4.10
<y 3)(y 3Y -9 T Te (4.10)
2
_ .3 _a Qi_a_b
_y+<b 3>y+27 g e

ja polynomin P nollakohdat voidaan laskea yhtilon v + py + ¢ = 0 avulla,
missi p = (3b — a?)/3 ja ¢ = (2a® — 9ab + 27¢)/27. Jos siis y, toteuttaa yht#lén
y* +py +q =0, niin 2y = yo — & toteuttaa yhtélon z° + az® + bxr + ¢ = 0.
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Esimerkki 4.14. Etsitééin yhtilolle 23 — 22 + 2 — 1 = 0 reaalinen ratkaisu Cardanon
kaavan avulla. Kohdan (4.10) mukaisesti sijoittamalla x = y + % nihdéén, etté
yhtélon Juuret saadaan lisaamalld luku & 5 yhtélon Y3+ 3y = 0 juuriin. Koska
4(2)? + 27(—22)? > 0, niin Cardanon kaavan eli lauseen 4.13 mukaan jalkimmaéisen
yhtélon erés reaahnen juuri on

o /654 /10— 6v5 Y+ Ve fa-var

3 3 3

Néin ollen xg = yg + % = 1 on alkuperéisen yhtélon erés reaalijuuri.

Ensimmaéisen, toisen, kolmannen ja neljinnen asteen polynomien nollakohdat
voidaan ratkaista suljetussa muodossa. Tamé tarkoittaa sitd, ettd luku xg, jolle
P(zo) = 0, voidaan esittdd polynomin P kertoimien avulla vain dérellistd maaraa pe-
ruslaskutoimituksia hyviksi kdyttden. Neljinnen asteen polynomin ratkaisukaava on
sen verran hankala, ettd silld ei kdytdnnossd ole juurikaan merkitystd. Sovelluksissa
polynomien nollakohtia arvioidaan kuitenkin numeerisilla menetelmilld. Nollakoh-
tien ratkaisemisessa numeeriset menetelmét ovat itse asiassa valttdméattomia, silla

norjalainen 22-vuotias Abel?°

osoitti vuonna 1824, etté viidennen tai sitd korkeam-
piasteisten polynomien nollakohtia ei yleisesti voida esittda suljetussa muodossa.
Esimerkiksi polynomin 2% — z — 1 nollakohta x = 1,1673. .. on tillainen. Lauseen
oli esittdnyt Ruffini?! jo vuonna 1799, mutta hinen todistuksensa oli puutteellinen.

Tasta huolimatta tulosta kutsutaan Abelin-Ruffinin lauseeksi.

4.3. Eksponentti- ja logaritmifunktiot. Vuonna 1683 Bernoulli** tarkasteli
sijoittamiseen liittyvdd ongelmaa. Jos sijoitusinstrumentti tuplaa sijoitetun ra-
hamé&aran joka kymmenes vuosi, niin rahamééré on kahdessakymmenesséd vuodessa
nelinkertainen, kolmessakymmenessa kahdeksankertainen ja 10n vuoden jilkeen
2"-kertainen. Se, ettd rahamédréd tuplaantuu joka kymmenes vuosi tarkoittaa toisin
sanoen 100 % kasvua kymmenessi vuodessa. Koska 1,072 ~ 2, niin noin 7,2 %
vuotuinen kasvu antaa 100 % kasvun kymmenessi vuodessa. Bernoulli pohti asiaa
toisin péin: jos 100 % kasvu jaetaan 10 % vuotuiseksi kasvuksi kymmenen vuoden
2ONiels Henrik Abel (1802-1829)

2Paolo Ruffini (1765-1822)
22Jacob Bernoulli (1655-1705)

Luentovideo 9

o

¥
®:

QRO


https://www.youtube.com/watch?v=cD7oshY_cXo
https://www.youtube.com/watch?v=cD7oshY_cXo
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ajalle, niin kuinka suuri kokonaiskasvu on kymmenesséd vuodessa? Jos rahamé&aré
on yksi euro, niin 10 % vuotuinen kasvu kasvattaa sen kymmenessia vuodessa

(1+ 1—10)10 = 1,1'% & 2,59 euroon. Vastaavasti jos korko lasketaan kymmenen vuoden

ajan kuukausittain eli tarkastellaan 120 kuukautta ja %&7" ~ 0,833 % kuukausit-
taista kasvua, niin yksi euro kasvaa (1 + 510)120 ~ 1,00833'?" ~ 2,706 euroon.

Jos taas korko lasketaan paivittéin, niin yksi euro kasvaa kymmenessé vuodessa
talloin (1 + 5525)%%° ~ 2,718 euroon. Voidaan osoittaa, etté jos luonnollinen luku n
kasvaa rajatta, niin (1+ 2)" ldhestyy Neperin lukua e = 2,71828183 ... .. Merkinté
e kunnioittaa Euleria®®, joka kiytti merkintii ensimméiisen kerran vuonna 1731
kirjeessiéin Goldbachille?®, ja luvun nimi Napieria®, joka esitteli logaritmin vuonna

1614 kirjassaan Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio.

Sanotaan, ettd reaalifunktio exp: R — R, exp(z) = e*, on eksponenttifunktio.
Eksponenttifunktiolle on potenssin laskusédntdjen eli lauseen 4.5 nojalla voimassa

seuraavat laskusaannot:

Lause 4.15. Jos z,y € R, niin

(1) e*1Y = e%e¥,

() v =5

ey’

(3) (e*)? = e™.
Todistus. Vaitteet seuraavat suoraan lauseesta 4.5. O

Oheinen kuva havainnollistaa eksponenttifunktion kuvaajaa. Huomataan, etta

Y

ZLeonhard Euler (1707-1783)
24Christian Goldbach (1690-1764)
25John Napier (1550-1617)
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e” > 0 kaikilla x € R. Erityisesti pétee, ettd 0 < e < 1 kaikilla 2 < 0, ¢® =1 ja
e’ > 1 kaikilla x > 0.

Lause 4.16. Reaalifunktio exp: R — R, exp(z) = €%, on aidosti kasvava ja
exp(R) = (0,00). Lisiksi rajoittuma exp: R — (0, 00) on bijektio.

Todistus. Todistus noudattelee lauseen 4.4 todistusta. Olkoot z,y € R siten, ettd
r < y. Koska e¥~* > 1, niin eksponenttifunktion laskusaéintojen eli lauseen 4.15
kohdan (1) nojalla exp(z) = e” < eV %e* = V™" = ¥ = exp(y) ja siten exp on

aidosti kasvava. Néin ollen lauseen 2.19 mukaan exp: R — R on injektio.

Koska e® > 0 kaikilla 2 € R, niin exp(R) C (0,00). Néin ollen lauseen 2.8
kohdan (3) nojalla riittd osoittaa, etté (0, 00) C exp(R). Olkoon siis y € (0, 00).
Mééritelladan reaalifunktio g: R — R asettamalla g(z) = exp(x) — y kaikilla
x € R. Huomataan, ettd luku exp(z) = e* saadaan niin suureksi kuin halutaan
valitsemalla vain = > 0 riittdvan suureksi. Vastaavasti exp(z) > 0 saadaan niin
ldhelle nollaa kuin halutaan valitsemalla x < 0 riittdvéan pieneksi. Néin ollen on
olemassa M € (0, c0) siten, ettd exp(—M) < y < exp(M). Huomataan myos, etta
rajoittuma g: [—M, M] — R on ilmeisesti jatkuva ja g(—M) = exp(—M) —y <
0 < exp(M) —y = g(M). Siten Bolzanon lauseen eli lauseen 4.2 mukaan on
olemassa ¢ € [—M, M] siten, ettd g(c) = 0 eli exp(c) = y. Néin ollen y € exp(R) ja
(0,00) C exp(R). O

Lauseiden 4.16 ja 2.7 mukaan eksponenttifunktiolla exp: R — (0, 00) on kéén-
teiskuvaus exp~1: (0, 00) — R. Kééinteiskuvaukselle exp™* kiytetiin merkintii log
ja sitd kutsutaan luonnolliseksi logaritmiksi. Luonnolliselle logaritmille kidytetadn

my6s merkintdé In. Lauseen 2.11 mukaan
y=¢€¢" < z=Ilog(y) (4.11)

kaikilla z € R ja y > 0. Huomataan, ettéd koska lauseen 4.16 mukaan eksponentti-
funktio exp: R — (0, c0) on aidosti kasvava bijektio, niin lauseen 2.21 kohdan (1)
ja lauseen 2.11 mukaan myos logaritmi log: (0,00) — R on aidosti kasvava bijektio.
Erityisesti pétee, ettd log(x) < 0 kaikilla 0 < 2 < 1, log(1) = 0 ja log(z) > 0
kaikilla z > 1. Kohdan (4.11) ja eksponenttifunktion laskusééntojen eli lauseen

4.15 avulla nihdé&n suoraan, ettd logaritmille on voimassa seuraavat laskusdénnot:
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Lause 4.17. Jos x,y > 0 ja c € R, niuin

(1) log(wy) = log(x) + log(y),
(2) log(y) = log(x) — log(y).
(3) log(x¢) = clog(z),

Todistus. Viitteet seuraavat suoraan lauseesta 4.15. Esimerkiksi kohta (1) saadaan
seuraavasti: Merkitsemélld z = log(x) ja w = log(y) nihdéddn kohdan (4.11) nojalla,
ettd z = e*, y = e* ja z +w = log(e***). Siten lauseen 4.15 kohdan (1) mukaan

log(z) + log(y) = z + w = log(e**) = log(e*e®) = log(zy). d
Oheinen kuva havainnollistaa logaritmifunktiota.

Y
1

Jos a > 0, niin sanotaan, ettd reaalifunktio exp,: R — (0,00), exp,(z) = a”,
on a-kantainen eksponenttifunktio. Eksponenttifunktio exp on siten e-kantainen
eksponentti. Kohdan (4.11) nojalla luvulle b = log(a) pétee a = ¢’ = €'°¢(¥). Niin

ollen eksponentin laskusddntojen eli lauseen 4.15 kohdan (3) mukaan
exp, () = a® = (') = ¢*1%8(0) = exp(zlog(a)) (4.12)
kaikilla = € R. Maaritelladn a-kantainen logaritmi log,: (0,00) — R asettamalla

_ log(z)

log(a)
kaikille = > 0. Koska kohtien (4.13), (4.12) ja (4.11) mukaan
exp, (0, (1)) = ex, (15 ) = exp( (25 log(a)) = expllog(s)) =

kaikilla z > 0 ja vastaavasti

log,(x) (4.13)

_ log(exp(zlog(a))) _ xlog(a)
log(a) log(a)

log, (exp,()) = log, (exp(zlog(a))) =
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kaikilla = € R, niin lauseen 2.12 nojalla a-kantainen logaritmi log, on a-kantaisen

eksponenttifunktion exp, kéddnteiskuvaus.

Merkinnélld log tarkoitetaan tekniikan alalla usein 10-kantaista logaritmia log, ja
informaatioteoriassa 2-kantaista logaritmia log,. Tamé& on perusteltua, silld talldin
logaritmi kertoo kuinka monta kertaa luvun esityksesséd kantalukua on kerrottu
itsellaén. Esimerkiksi 1000 = 10 - 10 - 10 ja log;,(1000) = 3. Tuloperiaatteen eli
lauseen 3.4 mukaan 8-bittiselld bin#iriluvulla eli tavulla voidaan esittdd 2% = 256
eri lukua. Kééntéien 2% eri luvun esittdmiseksi binédriluvuilla tarvitaan log,(2%) =
8 joukon {0,1} alkiota eli bittid. Miksi sitten e-kantaista logaritmia kutsutaan
”luonnolliseksi” ja miksi eksponenttifunktio mééaritellddn Neperin luvun avulla?
Huomataan, ettd joissain tilanteissa luvun e mééritelmé auttaa laskennallisesti: jos
n € N on hyvin suuri, esimerkiksi n = 100, niin (1 + ﬁ)mo ~ e ja siten esimerkiksi

log(1,01) = log (1 + L) L 1og<(1 + L>100> ~ 1 log(e) = 0,01.
100 100 100 100
Peruste luonnollisuudelle saadaan kuitenkin matemaattisten tulosten kautta. Eks-
ponenttifunktio mahdollisesti vakiolla kerrottuna on ainoa reaalifunktio, jonka
derivaatta on funktio itse. Liséksi luonnollisen logaritmin derivaatta on reaalifunk-
tio f: (0,00) = R, f(z) = % Analyysin peruslauseen mukaan tdmé tarkoittaa
sitd, etta vililla [1, ¢] funktion f kuvaajan ja z-akselin véliin jadava pinta-ala on
log(c). Itse asiassa luonnollinen logaritmi voitaisiin mééritelld tdmén ominaisuuden
avulla ja eksponenttifunkio sen jélkeen luonnollisen logaritmin kédnteisfunktioksi.
Neperin luku e tulee télloin méadritellyksi tdméan kéddnteisfunktion arvoksi pisteessé

1 eli positiiviseksi luvuksi z, jolle log(z) = 1.

Esimerkki 4.18. (1) Ratkaistaan yhtals 2"~ — 1327 = 0. Koska

gr?=1 _ %32$ -0 < 2. gr?=1 _ 32z
o 9vt g2
& log(2”) = log(3*)
& 2?log(2) = 2z log(3)
& x(zlog(2) —2log(3)) =0,

niin reaaliluku = toteuttaa yhtdlon tédsmalleen silloin, kun x = 0 tai x = 2log,(3).
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(2) Ratkaistaan epiyhtils 2°~1 — 13% < 0. Merkitdén f(z) = 2°°1 — 132
kaikille z € R. Kohdassa (1) huomattiin, ettd f(z) = 0 tésmaélleen silloin, kun
x = 0 tal z = 2log,(3). Koska f: R — R on ilmeisesti jatkuva, niin todetaan
Bolzanon lauseen eli lauseen 4.2 avulla, ettd f sailyttda merkkinsad kullakin valilla
(—00,0), (0,210g,(3)) ja (2logy(3),00). Koska f(—1) =2° — 1372 =1 — & > 0,

+ — +
0 2logy(3)

f)=20—132=1-2 < 0ja f(4) =21 — 1324 = 215135 — 39768 — 830 > ,

niin reaaliluku x toteuttaa epdyhtéilon tasmaélleen silloin, kun 0 < z < 2log,(3).

4.4. Trigonometriset ja arkusfunktiot. Tarkastellaan oheisen kuvan mukaista

suorakulmaista kolmiota, jossa terdvat kulmat ovat « ja § sekd kulman o vas-

takkaisen kateetin pituus on a, kulman [ vastakkaisen kateetin pituus on b ja

hypotenuusan pituus on c. Talloin kulman 0° < a < 90° sini ja kosini ovat luvut

: a : b
sin(a) = R L cos(a) = -
ja tangentt: on luku
a sin(a)
t =< = .
an(a) b cos(a)

Niin saadaan maériteltyd kolme kuvausta, ns. trigonometriset funktiot, joukolta
(0°,90°) joukolle R. Huomataan myds, ettéd koska kateettien pituudet ovat korkein-
taan hypotenuusan pituus eli a < ¢ ja b < ¢, niin 0 < sin(a) < 1 ja 0 < cos(a) < 1

kaikilla o € (0°,90°). Kuinka trigonometriset funktiot mééritelldén kaikille kulmille?

Tarkastellaan yksikkéympyréiin kehii ST = {(z,y) € R? : 22+y? = 1}. Koska luku

T~ 3,14159265 . .. on midritelménsd mukaan ympyrédn kehén suhde halkaisijaan,


https://www.youtube.com/watch?v=O_Et2BmnLBU
https://www.youtube.com/watch?v=O_Et2BmnLBU
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niin kehin S! pituus on 27. Lihdet#sin liikkeelle positiiviselta x-akselilta pisteesté

Y
sin(t)

cos(t) x

(1,0) ja kuljetaan vastapdivdin ¢:n pituinen matka. Nain saavutaan pisteeseen

(z,y) € S* ja merkitdin
sin(t) =y ja cos(t) = x. (4.14)

Oheinen kuva havainnollistaa tilannetta. Jos kuljetaan myotéapaivaan, niin mer-
kitaan kuljettua matkaa negatiivisella luvulla ¢ < 0 ja mééritelladn sin(t) ja cos(t)

kuten edella.

Talla tavalla geometriaan vetoamalla saadaan sin(t) ja cos(t) méériteltyd kaikille
t € R. [lman geometriaa sin ja cos voidaan mééaritella yhtéapitévésti potenssisarjojen
avulla. Huomataan, ettd —1 < sin(t) < 1ja —1 < cos(t) < 1 kaikilla ¢ € R. Oheiset

Y
_ 37 _T fuy 3
—2 2 —T 2 2 T 2 2
T
Y
3n _T T 3
-2 2 —T 2 2 T 2 27

kuvat havainnollistavat reaalifunktioita sin: R — [—1,1] ja cos: R — [—1, 1]. Luvun
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t € R tangentti méaritelladn asettamalla

sin(¢)

tan(t) = cos(t)

(4.15)

aina kun cos(t) # 0 eli kun ¢ # 7 + nm, n € Z. Oheinen kuva havainnollistaa

2T

|
)
|
no
|
3
|
NIE
IME
3
™o

reaalifunktiota tan: R\ {§ +nm:n € Z} — R.

Jos ajatellaan kulma 0° < a < 90° yksikkéympyrin kehélld S' kuljettuna
matkana t = 275555, niin annetut madritelmat yhtyvit eli sin(a) = sin(t), cos(a) =
cos(t) ja tan(a) = tan(t). Sanotaankin, ettd kulman « suuruus radiaaneina on
kulmaa vastaavan kaaren pituus ¢ yksikkoympyran kehélla kiertosuuntaa vastaavalla
merkilld varustettuna. Huomataan myds, ettd jokaista radiaania ¢t vastaa tdsmélleen
vksi kehin piste (z,y) € S! ja jokaista kehiin pistetti (x,y) € S vastaa ddretén

méadra radiaaneja t + n2mw, n € Z.

Seuraavat laskusddnnot seuraavat suoraan trigonometristen funktioiden mééri-

telmistas:

Lause 4.19. Jost € R, nuin

(1) sin(—t) = —sin(t),
(2) cos(—t) = cos(t),
(3) tan(—t) = — tan(t) aina kun cos(t) # 0.

Todistus. Viitteet seuraavat suoraan kohdista (4.14) ja (4.15). O
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Lauseen mukaan sin: R — [—1,1] ja tan: R\ {$ + nw : n € Z} — R ovat
parittomia reaalifunktioita ja cos: R — [—1,1] on parillinen. Téassd R\ {5 + nm :
n € Z} on tangentin mééritelmén eli kohdan (4.15) mukaan laajin mahdollinen

tangentin lahtéjoukko.

Trigonometristen funktioiden mééritelmistd saadaan myo6s suoraan:

Lause 4.20. Jost € R jan € Z, niin

(1) sin(t + n27) = sin(t),

(2) cos(t + n2m) = cos(t),

(3) tan(t + nm) = tan(t) aina kun cos(t) # 0,
(4) sin(t 4 %) = cos(t),

(5) cos(t 4 5) = —sin(t).

Todistus. Viitteet seuraavat suoraan kohdista (4.14) ja (4.15) muistaen, etta yk-
sikkdympyrin kehin S* pituus on 2. U

Lauseiden 4.19 ja 4.20 vaitteet on myos helppo nédhdé geometrisesti edelld
esitetyistd reaalifunktioiden sin, cos ja tan kuvaajista. Trigonometristen funktioiden
yhteydessd potenssiin korottaminen on tapana esittdd seuraavasti: esimerkiksi
luvulle (sin(#))? kiiytetdin merkintid sin®(t). Kosinin ja tangentin kanssa toimitaan
vastaavasti. Koska yhdistetylle kuvaukselle f o f kiytetidn usein merkintéid f2, niin
merkintdjen kanssa on syyti olla tarkkana, silld sin(t) = (sin(t))? # sin(sin(t)) =
(sinosin)(t) ldhes kaikilla t € R.

Lause 4.21. Jost € R, niin cos?(t) + sin*(t) = 1.
Todistus. Viite seuraa suoraan kohdasta (4.14) ja Pythagoraan lauseesta. U

Edellisen lauseen mukaan tason R? piste (cos(t),sin(t)) on ympyréin kehilld S*
kaikilla ¢ € R.
Lause 4.22. Jos s,t € R, niin

(1) sin(s + t) = cos(s) sin(t) + sin(s) cos(t),
(2) cos(s +t) = cos(s) cos(t) — sin(s) sin(t).
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cos(s +t) “sin(s) sin(¢)
] <
s+t .
sin(?) s cos(s) sin(t)

sin(s +t) 1
cos(t) sin(s) cos(t)
t
i []
cos(s) cos(t)
Todistus. Oheinen kuva perustelee summakaavat. U

Edellé esiteltyja laskusdantoja yhdistelemélld saadaan helposti muodostettua
uusia. Esimerkiksi lauseista 4.22 ja 4.21 seuraa suoraan, etté
sin(2t) = 2sin(t) cos(t),
(4.16)
cos(2t) = cos?(z) — sin®(x) = 2cos?(t) — 1 = 1 — 2sin*(¢)
kaikilla ¢ € R. Huomaa myos, ettéd lause 4.20 saadaan lauseen 4.22 seurauksena.
Liséksi esimerkiksi
sin(t + 7) = cos(t) sin(m) + sin(t) cos(m) = —sin(t),
cos(t 4+ m) = cos(t) cos(m) — sin(t) sin(m) = — cos(t)

kaikilla ¢t € R. Seuraava lause perustelee tutut ”"muistikolmiot”:

Lause 4.23. (1) sin(}) = \/LE = cos(Z),

(2) sin(g) = % = cos(3),
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Sk
oIS

Todistus. Osoitetaan ensin kohta (1). Koska neljannesympyréin kehén pituus on

5, niin neljannesympyréd puolittamalla syntyy oheisen kuvan mukaisesti kaksi

Yy

NE]

suorakulmaista kolmiota, joiden terdvien kérkien kulmat ovat radiaaneissa 7. Néin
ollen sinin ja kosinin mééritelmien mukaan sin(7) = cos(§). Merkitdédn tatd lukua
t:114 ja huomataan, ettd Pythagoraan lauseen mukaan > +t? = 1 eli t = \% kuten
vaitettiin.

Osoitetaan sitten kohdat (2) ja (3). Jakamalla neljinnesympyri nyt kolmeen

yhté suureen osaan syntyy oheisen kuvan mukaisesti kaksi suorakulmaista kolmiota,

Y

joiden terdvit kulmat ovat radiaaneissa ¢ ja 5. Huomataan, ettd sinin ja kosinin
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s s

6 6
c = cos(g) ja huomataan, ettd kohdan (4.16) mukaan

madritelmien mukaan sin(%) = cos(%) ja cos(%) = sin(3). Merkitddn s = sin(g) ja

c = sin(g) = 2sin(§) cos(§) = 2sc,
s=cos(F) =2cos’(F) —1=2%—1
Néin ollen s = % ja % =22 —1lelic= 73 kuten véitettiin. U

Esimerkki 4.24. (1) Ratkaistaan yhtdlo 2sin(2t) = 1. Koska
2sin(2t) =1 & sin(2t) = 3,

niin lauseen 4.23 kohdan (2) ja oheisen kuvan avulla ndhdaan, ettd t toteuttaa

Y
1
5r ? x
6 6
x
yhtélon tdsmaélleen silloin, kun
2t = ¢ +n2m,
n € 7,
2t =m — 5 +n2m,
eli
t = {5 +nm,
n e Z.

_ b
=15 +nm,

(2) Ratkaistaan yhtilo tan(3t) = tan(¢). Ottamalla huomioon yhtélo ja tangentin
médrittelyalue, pitdéd seuraavat kolme ehtoa olla yhtédaikaa voimassa:
3t =t+nm,
3t 7£ g + nm, ne Z’7
t# 5 +nm,
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t#Z4ni, n € 7.
t# 5 +nm,

Néin ollen ¢ toteuttaa yhtédlon tdsmaélleen silloin, kun t = nw, n € Z.

(3) Ratkaistaan yhtdlo cos(t) + sin(t) = 1. Huomataan, etté jos ¢t € R toteuttaa
ao. yht#lon, niin se toteuttaa myds yhtilon (cos(t) + sin(t))? = 1. Kédntéden ei
valttamatta pade, silld voi olla cos(t) + sin(t) = —1. Mutta jos t € R ei toteuta
vht#lod (cos(t) + sin(t))? = 1, niin se ei mydskésin toteuta alkuperiisti yhtaloa.
Nain ollen yhtdlon cos(t) + sin(t) = 1 mahdolliset ratkaisut 16ytyvat yhtélon
(cos(t) + sin(t))? = 1 ratkaisuista. Koska lauseen 4.21 ja kohdan (4.16) nojalla

(cos(t) +sin(t))* =1 cos?(t) + 2sin(t) cos(t) + sin*(t) = 1

=
& sin(2t) =0
=

& t=nZ, nel,

niin kokeilemalla ndhdéén, etté ¢ toteuttaa yhtdlon cos(t) + sin(¢) = 1 tdsmélleen

silloin, kun ¢ = 2n7 tai t = 7 + 2nm, n € Z.

Lauseen 4.20 kohtien (1)—(3) mukaan trigonometriset funktiot eivét ole injektioita.
Néin ollen niill& ei ole kdénteiskuvauksia ellei ldhtojoukkoja onnistuta rajoittamaan
sopivasti.

Lause 4.25. (1) Rajoittuma sin: [—-7, 5] — [~1,1] on aidosti kasvava bijektio,
(2) Rajoittuma cos: [0, 7] — [—1,1] on aidosti vihenevd bijektio,
(3) Rajoittuma tan: (=3, %) — R on aidosti kasvava bijektio.
Todistus. Osoitetaan kohta (1) ja jatetaan kohdat (2) ja (3) harjoitustehtévéksi.
Todistus noudattelee lauseiden 4.4 ja 4.16 todistuksia. Olkoot s,t € [—7, 7] siten,
ettd s < t. Koska sinin mééritelmén eli kohdan (4.14) mukaan sin(s) < sin(t), niin

T T

]. Néin ollen lauseen 2.19 mukaan sin: [-7, 7] —

_nm

sin on aidosti kasvava vélillad [—7, 7

R on injektio.
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Koska —1 < sin(t) < 1 kaikilla ¢ € R, niin sin([-7F, 5]) C [~1,1]. Néin ollen
1

;1] Csin([—7, 7). Olkoon

siis y € [~1,1]. Koska sin(—%) = —1 ja sin(5) = 1, niin voidaan olettaa, etta

—1 <y < 1. Méaritelldén reaalifunktio g: [—7, 5] — R asettamalla g(t) = sin(t) —y
kaikille t € [-7, 7]

Koska g on ilmeisesti jatkuva ja g(—5) = —-1-y <0< 1-y =
g(%), niin Bolzanon lauseen eli lauseen 4.2 mukaan on olemassa ¢ € [—

lauseen 2.8 kohdan (3) nojalla riittdé osoittaa, etta [—

ettd g(c) = Oelisin(c) = y. Néin ollen y € sin([—7, 7]) ja [~1,1] C sin([—

Lauseiden 2.11 ja 2.21 mukaan lauseessa 4.25 mainituille kuvauksille on ole-

massa aidosti monotoniset kidnteiskuvaukset arkussini arcsin: [-1,1] — [-F, 7],

arkuskosini arccos: [—1,1] — [0, 7] ja arkustangentti arctan: R — (=3, 1), joille
patee

y=sin(t) <« t=arcsin(y)
kaikilla y € [-1,1] ja t € [-5, 5],

y=cos(t) < t=arccos(y)
kaikilla y € [-1,1] ja t € [0, 7], ja
y=tan(t) < t=arctan(y) (4.17)

kaikilla y € R ja t € (=73, 7).

Esimerkki 4.26. (1) Selvitetdén miké luku arcsin(3) on. Merkitdén ¢ = arcsin(3),
jolloin

t =arcsin(z) << sin(t) = 3.
Koska kddnteiskuvauksen arcsin médritelman mukaan ¢ € [—7, 7], niin lauseen

4.23 mukaan ¢t = %

(2) Selvitetddn mika luku cos(arcsin(y)) on, kun y € [—1, 1]. Koska mééritel-

%, %), niin cos(arcsin(y)) > 0. Néin ollen, koska

lauseen 4.21 mukaan cos?(t) + sin?(¢) = 1 kaikilla ¢ € R,

ménsd mukaan arcsin(y) € [—

cos(arcsin(y)) = \/1 — sin®(arcsin(y)) = /1 — 32.
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4.5. Hyperboliset ja areafunktiot. Vaikka hyberboliset funktiot muistuttavat

useilta ominaisuuksiltaan trigonometrisia funktioita, niin ne mééritelldén ekspo-
nenttifunktion avulla. Hyperbolinen sini on reaalifunktio sinh: R — R, jolle :

et —e™”

sinh(z) = 5 (4.18)
kaikilla z € R, hyperbolinen kosini on reaalifunktio cosh: R — R, jolle
cosh(z) = % (4.19)

kaikilla z € R ja hyperbolinen tangentti on reaalifunktio tanh: R — R, jolle

sinh(z) e” —e™”

tanh = =
anh(z) cosh(z) e*+e®

(4.20)

kaikilla z € R. Oheinen kuva havainnollistaa hyperbolisia funktioita. Huoma-

taan, ettd seuraavat laskusdidnnot seuraavat suoraan hyperbolisten funktioiden

maaritelmista:

Lause 4.27. Jos x € R, nuin

(1) sinh(—xz) = — sinh(x),
(2) cosh(—z) = cosh(x),
(3) tanh(—z) = — tanh(z).

Todistus. Viitteet seuraavat suoraan kohdista (4.18), (4.19) ja (4.20). O


https://www.youtube.com/watch?v=Qxh6-wVJw7M
https://www.youtube.com/watch?v=Qxh6-wVJw7M
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Lauseen mukaan sinh ja tanh ovat parittomia reaalifunktioita ja cosh on parillinen.
Muistetaan, etté lauseen 2.6 mukaan eksponenttifunkiolle exp: R — R on olemassa
yksikésitteiset reaalifunktiot g, h: R — R siten, ettd g on parillinen, h on pariton
ja exp = g + h. Koska cosh(z) + sinh(x) = e” kaikilla € R, niin nyt néhd&én,

ettd g = cosh ja h = sinh. Seuraava laskusdinto seuraa suoralla laskulla:

Lause 4.28. Jos v € R, niin cosh?(x) — sinh?(z) = 1.

Todistus. Koska

inh?(z) = =
sinh®(x) 1 1
ja
T + efx)Q 62x + 2 + 6721
h2 — (6 —
cosh®(x) 1 1 ,
niin viite seuraa. U

Lauseen nojalla tason R? piste (cosh(#),sinh(¢)) on hyperbelilld {(z,y) € R? :

2?2 —y? = 1} kaikilla t € R. My®s seuraavat summakaavat nithdéiéin suoralla laskulla:
Lause 4.29. Jos z,y € R, niin

(1) sinh(z + y) = cosh(z) sinh(y) + sinh(x) cosh(y),

(2) cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y).

Todistus. Osoitetaan kohta (1) ja jatetdén kohta (2) harjoitustehtiaviksi. Koska

(e +e ™) (e¥ —eY) TV —e" Ve Y etV

h inh(v) = _
cosh(z) sinh(y) . .
ja
r _ ,—x Y -y z+y z—y _ p—zty _ —z—y
sinh(z) cosh(y) = (e e ")(e’ +e7¥) _¢€ +e e e |
4 4
niin cosh(x) sinh(y) + sinh(z) cosh(y) = %(em—‘,-y _ =) = sinh(z + 7). -

Edelld esiteltyja laskusdantoja yhdistelemélld saadaan helposti muodostettua

uusia. My6s hyperbolisille funktioille on olemassa kéédnteiskuvaukset:

Lause 4.30. (1) Hyperbolinen sini sinh: R — R on bijektio ja sen kidnteiskuvaus

on areahyperbolinen sini ar sinh: R — R, jolle

arsinh(z) = log(x + V2?2 + 1)



69
kaikille x € R.
(2) Hyperbolisen kosinin rajoittuma cosh: [0,00) — [1,00) on bijektio ja sen

kadanteiskuvaus on areahyperbolinen kosini ar cosh: [1,00) — [0, 00), jolle
ar cosh(z) = log(z + Va2 — 1)

kaikille x € [1,00).
(3) Hyperbolisen tangentin rajoittuma tanh: R — (=1,1) on bijektio ja sen

kadanteiskuvaus on areahyperbolinen tangentti artanh: (—1,1) — R, jolle

ar tanh(z) = %10g<1 il a:)

11—
kaikille x € (—1,1).

Todistus. Osoitetaan kohta (1) ja jitetaan kohdat (2) ja (3) harjoitustehtavéksi.

Koska lauseen 4.11 nojalla

y =sinh(z) < y=

>
<
3
5

Il

& (e —2ye" —1=0

=

T \/243/2—1—4 oyt
ja €® > 0 kaikilla € R, niin kohtaan (4.11) vedoten
y=sinh(z) < x=log(y—+/y?+1) = arsinh(y)
kaikilla z,y € R. Néin ollen
arsinh(sinh(z)) =z  ja sinh(arsinh(y)) =y

kaikilla z,y € R ja viite seuraa lauseesta 2.12. O

5. ARVIOINNISTA

Arviointi on yksi tdarkeimmistd matematiikassa kaytetyistéa tyovilineista. Mate-
matiikassa arvioinnilla ei tarkoiteta likiarvojen laskemista tai karkeiden arvauksien

T e
tekemisté, vaan perusteltuja ja oikeaksi todistettavia epayhtéaloité. C;)c.r ]
2R e
@4k


https://www.youtube.com/watch?v=xx9eekOyMxk
https://www.youtube.com/watch?v=xx9eekOyMxk
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Esimerkki 5.1. (1) Onko
1 1 1 1 1

o1 t1e T T a0 <
Ei ole, silla
LIS I i B
101~ 102 200 200 200 200 200 2

(2) Olkoot a,b,c € {0,1,...,10} siten, ettd abc > 200. Arvioidaan summaa
a + b+ c. Kirjanpidon helpottamiseksi voidaan olettaa, ettd a < b < c¢. Triviaalisti

havaitaan, etté
3=1+14+1<a+b+c<10+10+ 10 = 30.

Ylidrajaa ei voi parantaa. Voiko alarajaa? Koska 200 < abc < a-10-10 = 100a, niin

a > 2 eli ¢ > 3. Néin ollen
a+b+czat+a+a=>3+3+3=9.

Edelleen, koska 200 < abc < b-b- 10 = 10b%, niin b> > 20 ja b > 5. Niin ollen
a+b+c>2a+b+b>3+5+5=13.

Edelleen, koska 200 < abc < c-c-c = ¢ ja 5® = 125 < 200 < 216 = 63, niin
¢ > v/200 ja ¢ > 6. Niin ollen

a+b+c=>23+5+6=14.

Siispd a + b+ c € {14,15,...,30}.

5.1. Itseisarvo ja kolmioepéyhtilé. Monet tdarkeimmistd matematiikassa tar-
vittavista epayhtéloista liittyvét luvun itseisarvon arvioimiseen. Reaaliluvun x € R

itseisarvo on
T, jos x =0,
x| = _
—x, josxz <0.
Geometrisesti tulkittuna |z| on reaaliluvun x etéisyys nollasta lukusuoralla. Jos
a > 0, niin tulkinnan mukaan ehdon |z| < a toteuttavat ne reaaliluvut, joiden

etéisyys nollasta on pienempéd tai yhtasuurta kuin a eli —a < & < a. My6s suoraan


https://www.youtube.com/watch?v=OUSOxbr5cXU
https://www.youtube.com/watch?v=OUSOxbr5cXU
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madritelméstd ndhdédén, ettd ndméa luvut toteuttavat ehdon. Itse asiassa
lz] <a & —a<zx<a,
|z =a <& 2= —ataiz=a, (5.1)
|z] >a < o< -—atalz>a.

Huomataan, ettd |z —y| =z —y, josz > y, ja |v —y| =y — z, jos y > z. Néin

ollen |z — y| on reaalilukujen z ja y vélinen etiisyys.

Esimerkki 5.2. (1) Epéyhtdlon |z —2| < 3 toteuttavat ne reaaliluvut, joiden etéisyys

luvusta 2 on pienempi kuin %, eli luvut x € R, joille 1,5 < x < 2,5.

(2) Mitké luvut = € R toteuttavat ehdon |z —2| > |+ 1|7 Geometrisen tulkinnan
mukaan ehdon toteuttavat ne reaaliluvut, joiden etdisyys luvusta 2 on enemmaén
kuin etdisyys luvusta —1 eli reaaliluvut, jotka ovat lahempéné lukua —1 kuin lukua
2. Néin ollen ehdon toteuttavat luvut x € R, joille z < % Myds suoraan laskien
padstddn samaan tulokseen:

lt—=2|>|z+1 & zxz—-2>zr+1taix—2<—|z+1]
Téssé oikean puolen ehdon ensimméinen epayhtédlé on mahdoton, silla

lz+1ll<2z-2 & —(r—2)<z+l<z-—2.
Vasemman puolen epdyhtilo taas antaa kohdan (5.1) avulla
lt+l<—(z—-2) & z-2<z+1l<—(x-2)

& r+l<—(r—2)
& 2r<1

1

(3) Millé reaaliluvuilla = pétee |x — 1| < ¢ kaikilla e > 07 Selvésti z = 1 toteuttaa
ehdon, silla |1 — 1| = 0 < ¢ kaikilla € > 0. Osoitetaan, ettd mikdén muu luku ei
kelpaa. Olkoon x # 1 ja valitaan

|z — 1
e )
c 2
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On siis olemassa € > 0 siten, etté

|z — 1| > e.
Néin ollen kysytty ehto ei pédde reaaliluvulle x # 1.

(4) Osoitetaan, ettéd jokaiselle € > 0 on olemassa ny € N siten, etté

2n+3
—2| < 5.2
< 52)
kaikilla n > ng. Olkoon € > 0. Koska
2n+3_2 2n+3—-2n-—-10| | =7 | 7 <z
n+5 B n+5 n+5] n+5 T n
ja
7 7
—<e & n>-,
n €
niin valitsemalla ng € N siten, ettd ng > 5 néhdéén, ettéd (5.2) patee kaikilla n > ny.
Tassé tilanteessa usein sanotaan, etté 271"—:? on mielivaltaisen ldhelld lukua 2 kaikilla

riittdvan suurilla n.

Seuraavassa lauseessa esiteltdvan kolmioepdayhtilon avulla voidaan summan itsei-
sarvoa arvioida ”ylospdin” summassa esiintyvien termien itseisarvojen summalla.
Kolmioepéayhtlo on yksinkertaisuudestaan huolimatta yksi matemaattisen analyy-
sin tdrkeimmista tyokaluista.

Lause 5.3 (Kolmioepayhtéld). Jos z,y € R, niin

lz+yl <lz[+ 1yl do |z —y| <|z|+ |yl

Todistus. Koska itseisarvon mééritelmén nojalla on joko x = |z| tai x = —|x|, niin
—lz] <@ <l

Edelleen, koska myds
—lyl <y <yl

niin laskemalla yhteen saadaan

—(|lz| + ) <z +y < ||+ [yl
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Néin ollen kohdan (5.1) mukaan
|z +yl <[z +yl,

miké osoittaa ensimmaéisen véiitteen. Koska itseisarvon mééritelman mukaan |—y| =
ly|, niin jilkimmé&inen véite seuraa ensimmaéisestd, silla |z — y| = |z + (—y)| <
|z + [=yl = |z + [yl 0

Kolmioepéyhtaloa kidytetddn usein seuraavassa muodossa:
Lause 5.4 (Kolmioepéyhtéld). Jos z,y € R, niin
[z —yl <o —z[+ ]z -yl

kaikilla z € R.

Todistus. Jos x,y, z € R, niin lauseen 5.3 mukaan
lz—yl =z —2)+ -yl <|z—z+]z -yl
miké pitikin osoittaa. O

Esimerkki 5.5. (1) Arvioidaan lukua |1 — sin(z)| "ylh#&ltd”, kun tiedetéién, etté

T > % Kolmioepéyhtilon eli lauseen 5.3 mukaan

L —sin(z)| < |34 [sin(z)] < 2 +1<2+1 =3,

silld | sin(z)| < 1 kaikilla = € R. Kolmioepayhtilolla voidaan siis arvioida summia

termeittain.

(2) Esimerkin 5.2 kohdan (4) mukaan jokaiselle ¢ > 0 on olemassa ny € N siten,

etta
2n+3

n—+5

kaikilla n > ng. Oletetaan, ettéd reaalilukujono (x,),en toteuttaa vastaavan ehdon:

-2

<e€

jokaiselle € > 0 on olemassa n; € N siten, ettd |z, — 2| < ¢ kaikilla n > n;. Télloin
kolmioepayhtélon eli lauseen 5.4 mukaan jokaiselle € > 0 pétee

2n + 3
n—+>5

2n + 3
n—+5

-2

nl

+ |z, — 2| < 2¢

kaikilla n > max{ng, n1}.
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Summan itseisarvolle voidaan osoittaa arvio myos ”alaspain”. Vaikka arvio on
seuraus kolmioepéayhtélosta, niin sitd kutsutaan kddnteisekst kolmioepdyhtdiloksi.
Lause 5.6 (Ké#nteinen kolmioepéayhtild). Jos z,y € R, niin
|zl =yl <le+yl Ja lz] =yl <z —yl.
Todistus. Jos x,y € R, niin kolmioepayhtalon eli lauseen 5.3 mukaan
7| = |(z —y) +yl < |z —yl+ |yl
ja
lyl =1y —2) + 2| < |y — [ + [z = |z — y[ + [2].
Koska télloin
2| — [y < |z —y|
ja
—lz =yl <zl =1yl
niin kohdan (5.1) nojalla ndhdédén, etta
|| = [yl < |z —yl.

Jalkimmainen viite seuraa ensimmaisestd kuten lauseen 5.3 todistuksessa. O

Osoitetaan, ettd itseisarvo toimii hyvin yhteen tulon ja kéd&nteisluvun kanssa.

Lause 5.7. Jos w € R\ {0} ja z,y € R, niin

L==L  da Juyl=lallyl

Todistus. Huomataan, ettd |z], 22 > 0 ja siten itseisarvon méiritelmin mukaan
2% = |z|? kaikilla z € R. Olkoot w € R\ {0} ja z,y € R. Koska nyt lauseen 4.1
kohtien (4) ja (5) mukaan

=G =g = =)
wl — \w/ T w? T w2 T\

ja
2

lvy|? = (zy)? = 2%y* = |z|*y|* = (Jz||y])?,

niin kohdan (4.1) mukaan |+| = ITII ja |zy| = |||yl U
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5.2. Kolmioepéyht#ls tasossa. Jos (z,y) € R?, niin merkitdin

(z,9)] = Va2 + 32 (5-3)

Pythagoraan lauseen mukaan |(x,y)| on tason pisteen (z,y) etéisyys origosta (0, 0).
Reaalilukua |(z,y)| > 0 kutsutaan pisteen (x,y) € R? normiksi. Mééritelliéin reaa-
liluvulle A € R ja tason pisteille (x,y), (u,v) € R?* summa, pistetulo ja reaaliluvulla

kertominen asettamalla
(z,y) + (u,v) = (z +u,y +v) € R?,
(z,y) - (u,v) =2u+yv € R, (5.4)
Mz, y) = (\z, \y) € R?.
Talloin

(@,y) = (w,0)| = (& —u,y —v)| = V(& —w) + (y — v)?

on tason pisteiden (z,y) ja (u,v) etdisyys toisistaan. Osoitetaan seuraavaksi, etté

Yy
(,y)
[(z,y) — (u,v)]
ly — vl
(v, v) |z — ul

kolmioep#yht#lé pitee myos tason etiisyydelle. Sitéd varten tarvitaan Cauchy?S-

Schwarzin®’ epayhtiloa.
Lause 5.8 (Cauchy-Schwarzin epiyhtild). Jos (z,y), (u,v) € R?, niin
’(l',y) ’ (u7 U)‘ < ](:L‘,y)H(u, U)‘

Todistus. Huomataan, ettd jos (z,y) = (0,0), niin (x,y) - (u,v) = 0 eikéd ole mitddn
todistamista. Voidaan siis olettaa, ettd x # 0 tai y # 0. Méaritellidn P: R — R

26 A ugustin-Louis Cauchy (1789-1857)
27Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)

Luentovideo 14



https://www.youtube.com/watch?v=x-4v2SIwHPw
https://www.youtube.com/watch?v=x-4v2SIwHPw
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asettamalla
P(t) = (zt +u)® + (yt +v)?
= (2% + y)t* + 2(zu + yo)t +u? +v*
kaikille ¢t € R. Huomataan, ettd paraabelin P kerroin 22 +y? on aidosti positiivinen,
22 4+ y? > 0. Koska P on positiivinen eli P(t) > 0 kaikilla ¢ € R, niin erityisesti

paraabelin huipun (d, ) y-koordinaatti ¢ = P(d) on positiivinen. Lauseen 4.10

mukaan siis
, 22 (zu + yv)?

_ 2 2
c = —W +u®+v° = 0.
Tamé on yhtépitavad sen kanssa, ettd paraabelin P diskriminantti on negatiivinen
eli
2 (zu + yv)? — 4(2* + v*) (v® +v?) < 0.
Néin ollen
(2, y) - (u,0)|* = (zu+yv)* < (2% +y°) (W +0%) = [(2,9) |(u, 0)]”

ja véite patee kohdan (4.2) nojalla. d

Lauseen 5.8 todistusta mukaillen ndhdéén, ettd minké tahansa positiivisen paraa-
belin diskriminantti on negatiivinen. Lauseen 4.11 mukaan tdmé& on yhtapitavia sen

kanssa, ettd positiivisella paraabelilla P on korkeintaan yksi reaalinen nollakohta.
Lause 5.9 (Kolmioepéyhtils). Jos (z,v), (u,v) € R?, niin
(@, 9) + (v, o) < [(z,9)[ + [(w,0)]  ja |(z,y) = (w,0)] < [(z,y)] +[(u, )]

Todistus. Koska w < |w| kaikilla w € R, niin Cauchy-Schwarzin epéyhtilon eli

lauseen 5.8 mukaan

(@) + (w,0)]” = (z+u)* + (y +v)°

N

2% + y? + 2|lzu + yo| + u? + v

(@, 9)I” + 2/, y) - (u,0)] + |(w,0)]*
(@, 9)I” + 2/, )l (u, 0)] + [(u, v)?
(I y) + [, v)])?

N\
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ja ensimmaéinen véite patee kohdan (4.2) nojalla. Jilkimméinen viite seuraa en-
simmaisesta, silla ](x,y) - (uavﬂ = ’(l’,y) + (_ua _U)‘ < ](x,y)\ + ’(_u’ —U)’ =
(@, y) |+ [(u, v)]. O

Lause 5.10 (Kolmioepéyhtils). Jos (z,y), (u,v) € R?, niin
(z,y) = (w,0)| < [(z,9) = (2, w)| + [(z,w) = (u,v)|
kaikilla (z,w) € R2.

Todistus. Jos (z,y), (u,v), (z,w) € R?, niin kolmioep#yht#lén eli lauseen 5.9 mu-

kaan
|($,y) - (u,v)| = |(I7y) - (z,w) + <Z7w) - (U7U)|
< ‘(l‘,y) - (Z,U))| + ’(Z,’LU) - (U,U)‘,
miké pitikin osoittaa. 0
Mita kolmioepéayhtilo tarkoittaa geometrisesti? Tarkastellaan kahta tason pis-
tettd, esimerkiksi pisteitd (3,2) ja (10,6). Lauseen 5.10 mukaan matka vain kasvaa,

jos kuljetaan pisteesté (3, 2) pisteeseen (10, 6) jonkun kolmannen pisteen, esimerkik-

si pisteen (5,5) kautta. Oheinen kuva havainnollistaa tilannetta. Etdisyys tasossa

y
(5,5) (10,6)

voidaan maééritella monella muullakin tavalla. Esimerkiksi kaupungissa pisteesté
toiseen ei aina péédse linnuntieté, vaan on kierrettéavéa edesséa olevat talot. Téalloin
pisteen etéisyydeksi toisesta ei ole jarkevad maédritelld matkan pituutta linnuntieta
pitkin, vaan maéaritelld se lyhimmé&n mahdollisen, talot kiertdvan reitin pituudek-
si. Vastaavasti junalla matkustaen etéisyydet tulee maérittda rataverkkoa pitkin.

Kolmioepéayhtélo on hyvé testi annetun etédisyyden ”jarkevyydelle”.
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6. KOMPLEKSILUVUISTA

Lauseen 4.9 mukaan n:nnen asteen polynomilla on korkeintaan n reaalista nolla-
kohtaa. Lause ei kuitenkaan sano mitéén nollakohtien olemassaolosta. Tarkastellaan
esimerkiksi polynomia P: R — R, P(z) = 2% + 1. Jotta polynomilla P olisi nolla-
kohta eli yhtdlolld 22 = —1 olisi ratkaisu, niin pitiisi pystyi ottamaan negatiivisesta
luvusta —1 neliGjuuri. Néin ei voida kuitenkaan tehda, silld kohdan (4.3) perusteella
neliGjuuren maarittdminen negatiivisille luvuille aiheuttaa valittomid ongelmia.
Kutsutaankin symbolista merkintéis /—1 imaginaariyksikoksi ja méritellisin sen

avulla kompleksiluvut reaalilukujen laajennukseksi.

Aikaisin havainto negatiivisen luvun neli6juuresta on ensimmaéiseltd vuosisadalta
Heronin?® teoksesta Stereometrica, missa hin katkaistun pyramidin korkeutta
selvittdessddn pastyi lukuun /—63. Vaikka laskun lopputulos tietysti tarkoittaa
sitd, ettd laskussa kaytetyilld mitoilla olevaa pyramidia ei ole olemassa, niin Heron
ilmeisesti tulkitsi luvun negatiivisuuden merkkivirheeksi ja ilmoitti korkeudeksi v/63.
Alkusysédys kompleksilukujen tutkimiseen saatiin kolmannen ja neljinnen asteen
polynomien nollakohtien selvittdmisestd. Esimerkiksi Cardanon kaavan mukaan

polynomin P: R — R, P(z) = 2® — x, nollakohta on

Tullaan nidkeméin, ettd yhtilon z® = /—1 ratkaisut ovat —v/—1, i + F ja

‘2[ + F Sijoittamalla ratkaisuja nollakohdan lausekkeeseen luvun (\/ 1)

paikalle loydetaan juuret 0, —1 ja 1. Huomautetaan, ettd kyseinen polynomi P

W=

voidaan kirjoittaa muodossa P(x) = z° + px + ¢, missid p = —1 ja ¢ = 0, ja siten
lauseen 4.13 oletus —4 = 4p3 +27¢ > 0 ei ole voimassa. Voidaan kuitenkin osoittaa,

ettd Cardanon kaava pétee ilman téta oletusta. Jos

_ g1 ¢ P : 3l q ¢ p
“_\/2+V4+27 ) ”_\/2 ; Tor

ZHeron Aleksandrialainen (n. 10-70)
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misséd kuutiojuurten arvot on valittu siten, ettd uv = —£, niin 2+ pr+qg=0

tasmélleen silloin, kun

T =u-+v, r = wu + wv tai z = w’u + wo,
missi w = —3 + 3‘? jaw? = —1 — 3‘/2_71. Niin ollen, jos 4p® + 27¢* > 0,

niin yhtalolld 2® + pr + ¢ = 0 on yksi reaalinen ja kaksi kompleksista ratkaisua,
ja jos 4p® + 27¢® < 0, niin osoittautuu, etté reaalisia ratkaisuja on kolme. Itse
asiassa voidaan osoittaa, ettd kolmen reaalijuuren tapauksessa yhtékédan juurta ei
voida esittdd suljetussa muodossa ilman kompleksilukuja. Toisen asteen polynomin
tarkastelu ei vielda antanut riittdvaa motivaatiota selvittda kuinka negatiivisen luvun
neliGjuureen pitdéd suhtautua: lauseeseen 4.11 nojautuen on ollut helppo tyytya
ajatukseen, ettd joskus nollakohtia ei yksinkertaisesti vain ole olemassa. Cardanon
kaava kolmen reaalijuuren tapauksessa antoi lopulta motivaation ymmaértaa kuinka

negatiivisen luvun neliGjuuri pitda tulkita.

Laskusidnnot kompleksiluvuille esitteli Bombelli*® kirjassaan L’Algebra vuon-
na 1572. Vaikka termin ”imaginaari” esitteli Descartes®® vuonna 1637 ja mer-
kinnén ¢ imaginaariyksikolle otti systemaattisesti kiyttoon Euler®! kirjassaan
Vollstiandige Anleitung zur Algebra vuonna 1770 valttdidkseen ongelmallisen lausek-
keen \/—1v/—1 # \/m esiintymisen, niin imaginaariluvun késite on peréisin
Bombellilta.

6.1. Kompleksiluvut tason pisteind. Maiiritellaédn tason pisteille (x,y), (u,v) €
R? summa ja tulo asettamalla
(2, y) + (u,v) = (x +u,y +v) € R,

(6.1)
(z,y)(u,v) = (zu — yv, 2v + yu) € R%,

Muistetaan, ettd A(z,y) = (Az, A\y) kaikilla A € R, joten pisteiden erotus on
(Ivy) - (U, U) = (ZE,y) + (—U, _U)'

29Rafael Bombelli (1526-1572)
30René Descartes (1596-1650)
31Leonhard BEuler (1707-1783)

Luentovideo 15
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Lause 6.1. Tason yhteen- ja kertolasku ovat vaihdannaisia el
(@,9) + (u,v) = (u,v) + (2,9),
(z,y)(u,v) = (u,v)(z,y)

kaikilla (z,y), (u,v) € R? ja liitinndisid eli

(#,9) + ((u,0) + (z,0)) = ((w,v) + (2,9)) + (2, 0),
(2, ) ((u, 0)(z,w)) = ((u, 0)(z, y)) (2, 0)
kaikilla (z,y), (u,v), (z,w) € R?. Lisdksi osittelulait ovat voimassa eli
(@, y)((u,v) + (2,w)) = (2, y)(w, v) + (z,y) (2, w),
((u,0) + (z,w))(2, y) = (u,0)(z,y) + (2, w)(2, y)

kaikilla (z,y), (u,v), (z,w) € R?.

Todistus. Vaihdannaisuuden ja yhteenlaskun liitdnnéisyyden toteaminen on trivi-
aalia. Kertolaskun liitdnnéisyyden seké osittelulakien osoittaminen on harjoitusteh-

tava. O

Sanotaan, ettd kompleksilukujen joukko C on taso R? varustettuna edelld méé-
ritellyilla laskutoimituksilla. Tulkitsemalla reaaliluku = kompleksitason pisteeksi
(x,0), ndhdaén, ettd R C C. Huomataan myds, ettd kohdassa (6.1) maaritellyt
laskutoimitukset laajentavat reaalilukujen summan ja tulon kompleksiluvuille. Mer-
kitddn ¢ = (0, 1) ja kutsutaan sitd imaginaariyksikoksi. T#lloin tulon méadritelmén
eli kohdan (6.1) mukaan

i =(0,1)(0,1) = (-1,0) = —1
ja ndhdiin, ettd kompleksiluvut ¢ ja —i ovat yhtélon z? + 1 = 0 ratkaisuja. Koska
r+iy = (r,0) + (0,1)(y,0) = (2,0) + (0,y) = (z,y)

kaikille z,y € R, niin jokaiselle kompleksiluvulle z € C on olemassa z,y € R siten,

ettd z = z + iy. Tata esitystd sanotaan kompleksiluvun normaalimuodoksi. Jos
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z=x+1y € Cjaw=u+iv € C, niin summan ja tulon mééritelmien mukaan

z4+w=(r+u)+ily+v)=z+u+ily+v),
2w = (zu —yv) +i(zvv + yu) = vu +i(zv + yu) + iyv.

Néin ollen kompleksiluvuilla voidaan laskea normaalimuodossa kéayttamalla re-
aalilukujen laskus#intdjid ottaen lisiksi huomioon, ettd i? = —1. Sanotaan, etté
kompleksiluvun z = x + iy reaaliosa on Re(z) = z ja imaginaariosa on Im(z) = y.
Kaksi kompleksilukua ovat siis samat, jos niilld on sama reaaliosa ja sama imaginaa-
riosa. Kompleksilukujen yhteydessé tason z-akselia kutsutaan usein reaaliakseliks:

ja y-akselia imaginaariakseliksi.

Esimerkki 6.2. Olkoon z = (—2,4) € R? jaw = (3, —2) € R% Télloin z = —2 + 44

jaw =3 — 2t seké

z4+w=(—2+4i)+(3—-2i) =1+ 21,
2w = (=2 +44)(3 — 2i) = —6 + 4i + 12i — 8i* = 2 + 164.

Kohdassa (5.3) tason pisteelle (z,y) € R? eli kompleksiluvulle z = x + iy € C

maariteltiin normi asettamalla

A= VT

Luku |z| > 0 on kompleksitason pisteen z etiisyys origosta. Kompleksilukujen
yhteydessé reaalilukua |z| kutsutaan luvun z € C moduliksi tai itseisarvoksi.
Moduli |z — w| on kompleksitason pisteiden z ja w etéisyys toisistaan. Sanotaan,
ettd kompleksiluvun z = x 41y liittoluku eli kompleksikonjugaatti on kompleksiluku
z = x — 1y. Tason pisteend z siis saadaan peilaamalla z reaaliakselin suhteen.

Huomataan, ettd |Z| = |z]| ja
2z = (z+iy)(z —iy) = 2° — iy = 2> +y* = |2)? (6.2)

kaikilla z € C. Nollasta eroavan luvun z kadnteisluku on luku w, jolle zw = 1.
Kohdan (6.2) mukaan

z 2z

MERRNER

=1,
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joten kompleksiluvun z # 0 kddnteisluku on
1 z

(6.3)

Toisin sanoen, kiinteisluku 2! méirdytyy geometrisesti peilaamalla z ensin reaa-

liakselin suhteen ja sitten skaalaamalla etiiisyys origoon luvulla |z|72. Huomataan

myos, etta
1z oz
—_—— = — =z
z 2z |22
kaikilla z € C\ {0} ja siten
wo_ wel — Wz
z e
kaikille w € C ja z € C\ {0}.
Esimerkki 6.3. (1) Jos z = 2 — i, niin
1 1 241 241 241 2 1.
& = = = =+ =i

2—i (2—4)(2+4) 22— 4+1 5 5
(2) Jos z=3+1ijaw=1—1, niin

340 (B+i)(1+i)  3+3i+i+i* 244

z
z_ _ . —1+2i
wo o 1-i (1—9)(1+9) 2 2 e

Lauseen 6.1 mukaan kompleksilukujen yhteen- ja kertolasku ovat vaihdannaisia ja
liittdnnéisid sekd ne toteuttavat osittelulait. Huomataan liséksi, etté jokaiselle z = x+
iy € C on yhteenlaskun suhteen triviaalisti olemassa vasta-alkio —z = —x — iy € C,
jolle z+(—z) = 0. Kohdan (6.3) nojalla jokaiselle z € C\ {0} on kertolaskun suhteen
olemassa kifinteisluku 2! € C, jolle zz~! = 1. Sanotaankin, etti kompleksiluvut
muodostavat kunnan. Tamé tarkoittaa sité, ettd kompleksilukujen laskutoimitukset
noudattavat samoja periaatteita kuin reaalilukujen laskutoimitukset. Reaaliluvuilla
on kuitenkin ominaisuus, jota kompleksiluvuilla ei ole. Ne nimittdin muodostavat
jarjestetyn kunnan, silla tavallinen pienempi tai yhtdsuuri kuin -jarjestys < toimii

laskutoimitusten kanssa hyvin yhteen: jokaisella x,y,c € R

(1) ehdosta z < y seuraa x + ¢ < y + ¢,
(2) ehdoista 0 < z ja 0 < y seuraa 0 < zy.

Kompleksiluvuille ei ole mahdollista mééritelld jarjestysté, joka toimisi laskutoimi-

tusten kanssa hyvin yhteen.
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Seuraava lause esittelee laskusddntoja liittoluvulle ja modulille:

Lause 6.4. Jos z,w € C, niin

(1) Z =z, (6) |z +w| < |z| + Jwl,

(2) z+w=7%+1w, (7) |zw| = |z]|w],

(3) zw = Zw, (8) |1 |—%ainakunz7é0.

(4) 22 = |2, (9) —l2l < Re(z) = 3(2 +7) < 4,
(5) (5) = L aina kun 2 £0, (10) —2 < In(z) = £(: — %) < |21,

Todistus. Osoitetaan ensin kohta (3). Jos z = z + iy ja w = u + v, niin tulon
maédritelmén eli kohdan (6.1) mukaan zw = (z +iy)(u +v) = zu — yv +i(zv + yu)
ja siten

Zw = zu — yv — i(xv + yu).

Toisaalta, koska
zw = (xr —iy)(u —iv) = zu — yv — i(xv + Yyu),
niin véite pétee.

Tarkastellaan vield kohtaa (6) ja jitetddn loput kohdat harjoitustehtaviksi. Koska
pisteelle z = z 4+ iy € C moduli |z| on tason pisteen (z,y) etiisyys origosta eli
|z| = |(x,y)], niin lauseen 5.9 mukaan kolmioepéyht&lo patee modulille. Todistetaan

tdma kuitenkin vield kdyttden hyviksi lauseen muita kohtia: jos z,w € C, niin
24w = (z+w)(z +w) = (2 4+ w)(Z+T) = 2Z + 20 + Zw + wd
= |2]* + 2w + 2w + |w|? = |2|* + 2Re(2w) + |wl|?
< 2l + 22wl + [w|* = (J2] + Jw])®

ja véite seuraa kohdasta (4.2). O

6.2. Napakoordinaattiesitys. Sinin ja kosinin maéritelmien eli kohdan (4.14)
mukaan jokaista radiaania t € (—, 7] vastaa tésmélleen yksi yksikkympyrén kehén
St = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1} piste (cos(t),sin(t)) € S'. Toisaalta, jokaiselle
pisteelle (z,y) € S on yksikisitteinen vilin (—, 7] kiertokulma positiiviselta z-
akselilta vastapdivdain — nimittédin radiaani t € (—m, 7, jolle sin(t) = y ja cos(t) = .

Néin ollen, muistaen tangentin ja arkustangentin méiritelmét eli kohdat (4.15) ja

Luentovideo 16



https://www.youtube.com/watch?v=ulyfWK2-SA4
https://www.youtube.com/watch?v=ulyfWK2-SA4
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(4.17) ndhdiin, ettd kuvaus arg: S' — (=7, 7], jolle

(

arctan(¥), jos x >0,
arctan(?) +m, josx <0jay >0,
arg(z,y) = arctan(¥) —m, josx <0 jay <0,
R josx=0jay >0,
\—g, josxr=0jay <0

kaikille (x,y) € S!, on bijektio. Huomataan, etti arg(z,y) voitaisiin yhti lailla
médritelld kaikille (x,y) € R?*\ {0}. Néin méériteltyni arg ei kuitenkaan ole bijektio,

silla arg(A(z,y)) = arg(z, y) kaikilla A > 0. Merkint6jé helpottaakseen voidaan silti

(z,y)
[(z,y)]

Koska miké tahansa nollasta eroava kompleksitason piste z € C\ {0} voidaan

kirjoittaa arg(z,y) kaikille (z,y) € R? \ {0} merkinnin arg( ) sijasta.

esittdd muodossa z = |z|w, missd w = g€ St on yksikkéympyrin kehiin piste, niin
jokainen z = x + iy # 0 voidaan kirjoittaa kahden parametrin, r > 0 ja t € (—m, 7],
avulla yksikasitteisesti napakoordinaateissa eli muodossa

z = r(cos(t) + isin(t)),

missé r = |z| on pisteen z etéisyys origosta ja t = arg(z) on pisteen z argumentti.

Oheinen kuva havainnollistaa pisteen z € C\ {0} napakoordinaattiesitysta.

Yy
z
2|
arg(2)
x
Esimerkki 6.5. (1) Jos z =2+ 2¢ ja w = —2 + 2¢, niin
arg(z) = arctan(l) = 7, arg(z) = arctan(—1) = —Z,
arg(w) = arctan(—1) + 7 = %’r, arg(w) = arctan(l) — 7 = —%’r.
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(2) Jos z =2+, niin |z| = V22 +1 = /5 ja arg(z) = arctan(}) ~ 0,46364761.

Niin ollen z voidaan esittdd napakoordinaateissa muodossa

z = V/5(cos(arc tan(1)) + isin(arc tan(3))).

Jos z = x + iy € C\ {0}, niin pelkéistdan tulon méiritelméé eli kohtaa (6.1)

hyvéksi kiyttden on hankala ndhda miten
2% = (v +iy)(x + iy) = 2° — y* + 2ixy

maaraytyy geometrisesti pisteestéd z. Esitetddn z napakoordinaateissa eli valitaan
r=|z| >0jat=arg(z) € (—m,n], jolloin z = r(cos(t) +isin(t)). Trigonometristen
funktioiden laskusééntdjen eli lauseen 4.22 mukaan

2% = r?(cos(t) + isin(t))?
r%(cos®(t) — sin®(t) + 2i sin(t) cos(t)) = 7*(cos(2t) + isin(2t)),

joten 2? médriytyy geometrisesti korottamalla pisteen z moduli toiseen ja tuplaa-
malla sen argumentti. De Moivre®? esitti vuonna 1722 kaavat, joiden avulla saadaan
johdettua seuraava lause. Kaavojen avulla saadaan n:s potenssi 2z maariattyéd geo-
metrisesti pisteestd z sekd myos selvitettyd minké tahansa reaali- tai kompleksiluvun

nelidjuuri trigonometrisia funktioita hyviksi kayttéen.
Lause 6.6 (de Moivren kaava). Jos t € R, niin

(cos(t) + isin(t))"™ = cos(nt) + isin(nt)

kaikilla n € Z.

Todistus. Osoitetaan viite ensin induktiolla kaikille n € N. Jos n = 1, niin viite
on selvasti voimassa. Tehdaan induktio-oletus eli kiinnitetdan luonnollinen luku &

ja oletetaan, etta

(cos(t) + isin(t))" = cos(kt) + isin(kt).

32Abraham de Moivre (1667-1754)
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Koska induktio-oletuksen ja trigonometristen funktioiden laskusééntéjen eli lauseen
4.22 mukaan
(cos(t) +isin(t))* T = (cos(t) + isin(t))*(cos(t) + isin(t))
= (cos(kt) + isin(kt))(cos(t) + isin(t))
= cos(kt) cos(t) — sin(kt) sin(t)
+ i(cos(kt) sin(t) + sin(kt) cos(t))

= cos((k + 1)t) + isin((k + 1)t),
niin myd&s induktiovéite on voimassa. Siispd induktioperiaatteen mukaan véite pétee
kaikilla n € N. Koska cos(0-t) +isin(0-¢) =140-i =1 = (cos(t) +isin(¢))°, niin
viiite péitee myos kun n = 0. Huomataan, ettd z~" = (2")~! ja siten kohdan (6.3)
ja trigonometristen funktioiden laskusddntojen eli lauseen 4.21 mukaan

(cos(t) +isin(t))™™ = ((cos(t) + isin(t))™) " = (cos(nt) + isin(nt))~*

) i sin(nt
_ coslnd) —isin(nt) _ o) 4 isin(—nt)
cos?(nt) + sin”(nt)

kaikilla n € N. O

Esimerkki 6.7. (1) Jos z = \/75 + £, niin |2| =1 ja arg(z) = arctan(%) = & Néin

w

ollen
z = cos(§) +isin(F)

ja de Moivren kaavan eli lauseen 6.6 mukaan, kuten oheisessa kuvassa,
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Koska tan(3) = V3 eli arg(: + ‘/32) = %, arg(i) = § jatan(m) = 0 eli arg(—1) = 7,

niin

(2) Jos z € C, niin positiivisten reaalilukujen rationaalipotenssin mééritelmaa

mukaillen 22 on mik4 tahansa kompleksiluku w, jolle w? = z. Jos esimerkiksi
z =i = cos(3) +isin(F),
niin de Moivren kaavan eli lauseen 6.6 mukaan

1 1 N2 e
<E + %Z> = (cos(§) +isin(§))” = cos(%) +isin(§) = 4,

( — ) (cos(—=T) + ¢sin(— 34 ))? = cos(—%”) + isin(—%”) = 1.

Siispd /i = i(% + 7) Oheinen kuva havainnollistaa tilannetta.

sk

8
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6.3. Algebran peruslause. Jos n € N ja a,,a¢p € C siten, ettd a, # 0, niin
esimerkin 6.7 kohtaa (2) mukaillen saadaan ratkaistua yhtélo 2" = ¢ eli yhtlo

n

a,z™ — ag = 0. Sanotaan, ettd astetta n oleva kompleksinen polynomsi on kuvaus
P:C — C, jolle

P(z) = Z ap? = a,2" + ap 12"+ a2 + a2z + ag

kaikilla z € C, missi ag,...,a,_1 € C ja a, € C\ {0} ovat polynomin kertoimet.
Esimerkkis mukaillen saadaan siis selvitettyd kompleksisen polynomin P: C — C,
P(z) = a,2" — ag, nollakohdat. Algebran peruslause yleistdd tdmén havainnon. Sen
mukaan milld tahansa kompleksisella polynomilla on nollakohta. Tuloksen arveltiin
pitdvéan paikkansa jo 1600-luvun alussa. Lauseen onnistui lopulta todistamaan

pariisilainen kirjakauppias ja amatéérimatemaatikko Argand®® vuonna 1806.

Lause 6.8 (Algebran peruslause). Jos P on kompleksinen polynomi, niin on

olemassa zy € C siten, etti P(zp) = 0.

Algebran peruslauseeseen palataan mychemmin kompleksianalyysin kurssilla. To-
detaan, ettd jos lauseen 4.8 todistuksessa vaihdetaan reaaliluvut kompleksiluvuiksi,

niin saadaan seuraava lause:

Lause 6.9. Olkoon n € N ja P astetta n oleva kompleksinen polynomi. Jos zg € C
on polynomin P nollakohta, niin on olemassa astetta n — 1 oleva polynomi Q) siten,
ettd

P(z) = (2 = 20)Q(2)
kaikilla z € C.

Sanotaan, ettd polynomin P nollakohta on k-kertainen, jos on olemassa polynomi
Q siten, etti P(2) = (2 — 20)*Q(2) kaikilla z € C. Esimerkiksi polynomille P: R —
R, P(x) = 2% — 4z + 4, pitee P(z) = (z — 2)? kaikilla z € R. Polynomin P ainoa
nollakohta 2 on siten kaksinkertainen ja sanotaankin, etta kertaluvun mukaan laskien
P:114 on kaksi nollakohtaa. Seuraava lause nayttda, ettd n-asteisella kompleksisella

polynomilla on kertaluvun mukaan laskien tdsmélleen n nollakohtaa.

33 Jean-Robert Argand (1768-1822)
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Lause 6.10. Jos P on astetta n € N oleva kompleksinen polynomi, niin on olemassa
a, € C\ {0} ja z,...,2, € C siten, ettd P(z;) =--- = P(z,) =0 ja

P(z) =an(z —21) - (2 — 2n)
kaikilla z € C.

Todistus. Osoitetaan véite induktiolla. Koska P(z) = a1z + a9 = 0 tésmailleen
silloin, kun 2z = —Z—‘IJ, niin alkuaskel on voimassa. Tehdaan induktio-oletus eli
kiinnitetddn k ja oletetaan, ettéd jokaiselle k-asteiselle kompleksiselle polynomille @)

on olemassa ay € C\ {0} ja z1,...,2; € C siten, ettd Q(z1) = = Q(z) =0 ja
Qiz)=ar(z—21) (2 — z)

kaikilla z € C. Olkoon P astetta k + 1 oleva kompleksinen polynomi. Algebran
peruslauseen eli lauseen 6.8 mukaan on olemassa zy € C siten, ettd P(z9) = 0. Néin

ollen lauseen 6.9 nojalla on olemassa astetta k oleva polynomi () siten, ettd

P(z) = (2 = 20)Q(2)

kaikilla z € C. Koska polynomi () on astetta k, niin induktio-oletuksen mukaan on
olemassa ar € C\ {0} ja z1,..., 2 € C siten, ettd Q(2) = ar(z — 21) -+ (2 — 21).
Néin ollen

P(z) =ar(z —20)(z — 21) -+ - (2 — 21)
kaikilla z € C. Koska P(zy) = P(z1) = -+ = P(2) = 0, niin induktioviite on

voimassa. Siten induktioperiaatteen mukaan viite pétee kaikilla n € N. O
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